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1. hét

1.1. Bevezetés. A kvantumelmélet jelentosége és eredményei.

A modern fizika alapja. Atomfizika, szildrdtestfizika (anyagtudomény, lézer, tranzisztor, integralt
aramkor, informatika, nanostruktirdk), kvantumkémia (gydgyszerkutatds, vegyipar), molekularis
biol6gia (sejtmiikodés, fehérjék, DNS, géntechnolégia), magfizika (atombomba, atomerémi, fuzids
reaktor, csillagok energiatermelése), részecskefizika (az anyag ma ismert legelemibb szerkezete, stan-
dard modell, részecskegyorsitok, kozmoldgia és asztrofizika).

1.2. A kvantumelmélet el6zményei
1.2.1. Az anyag atomos szerkezete

Dalton térvénye (t6bbszords sulyviszonyok torvénye).
Faraday torvényei:

1 QM

1. dbra. John Dalton (1766-1844) és Michael Faraday (1791-1867)



Kinetikus gézelmélet. A molekuldk méretének és az Avogadro-szdmnak a meghatarozasa (Losch-
midt, 1865, Maxwell, 1870): Gazok diffizids egyiitthatéinak mérésébél meghatarozhaté az | szabad

uthossz, melyre

1
[ x —
na

érvényes, ahol a = TR? a molekula keresztmetszete, n a térfogategységben levé molekuldk szdma.
Ha a gazt cseppfolydsitjak, meghatarozhatd, hogy ugyanennyi 6ssztomegli molekula mekkora teret
tolt ki: szoros illeszkedést feltéve v = V3 /V, x nR® < R/l. EbbSl R o v I, az Avogadro-szam pedig
Na = nVpor X Vot /(12 v?).

2. abra. Johann Joseph Loschmidt (1821-1895) és James Clerk Maxwell (1831-1879)

Statisztikus mechanika. A termodinamika torvényeinek levezetése a molekulakra alkalmazott
klasszikus mechanika alapjan.

3. dbra. Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906)



Brown mozgés. Einstein-Smoluchowski-elmélet. Perrin kisérletei.
(lr(t+7)— r(t)|2> = 2dDrt

T
p— ke

~ 6mr

4. édbra. Albert Einstein (1879-1955), Marian Smoluchowski (1872-1917) és Jean Baptiste Perrin
(1870-1942)

1.2.2. Az elektron
Az elektron felfedezése és fajlagos toltésének meghatarozasa (Thomson-kisérlet, 1897).

C_ imoxionE
m kg



+ S

5. abra. A Thomson-kisérlet vazlata és Joseph John Thomson (1856-1940)

Az elektron t6ltésének meghatdrozasa (Millikan-kisérlet, 1913).

e=—1.602 x 10~*°C

spray microscope

several thousand "

'
Volts f ‘-1 b 2

uniform electric field

g

6. abra. A Millikan-kisérlet vazlata és Robert Millikan (1868-1953)



1.2.3. Radioaktivitas

a, B, v sugarzas.

7. dbra. Henri Becquerel (1852-1908), Marie Curie (1867-1934) és Pierre Curie (1859-1906)

1.2.4. Az atomok szerkezete

Thomson-modell. Lénard kisérletei. Rutherford-széras.
Zq. t0ltéstt atommagon E = %vg energiaju, 2q. toltésti a-részecskék szordédnak. Feltéve, hogy a

szor6 atommag pontszeri és tomege sokkal nagyobb, mint az a-részé,

va = —712 + o

FE =
2 2 dmegr

2 2
m m., mre., 27q
2
fejezi ki az energiamegmaradast és

J = mbuy = mr2¢

az impulzusmomentum-megmaradést.

Ebbdl
9 2 2
po |2 (p_ 24 _EP
m dmegr r2
: 2F

1
0= 20

amibol a palya differencidlegyenlete



b2 dweg EbV2r 12

dr o, |1 2Z¢2 1 1 1
— =17 -
de

Ennek megoldéasa

dx

1/Tmin
p=7— 2/
0 \/1 27q2 1 22

2 dmeo B2L T

azaz
o} 16722 £
t*?~ =14+ —2"p
ctg 7 + 724
Differencidlis szérasi hataskeresztmetszet:
do orh db Z%¢* cos?
— =27 — | =
do do 167T€(2)E2 sin® %5

Ha A kereszmetszet{i nyalab esik h vastagsdgi céltargyra (vékony lemez), melyben térfogategységenként
N atom van,

(NAh)do do
A = nNhgdo

szamu a-részecske szorodik ¢ £ % szogben.

An=n

8. dbra. Ernest Rutherford (1871-1937)

10



1.2.5. Homérsékleti sugarzas és a hataskvantum

9. dbra. William Thomson, Lord Kelvin (1824-1907)

»Nineteenth-Century Clouds over the Dynamical Theory of Heat and Light” (Lord Kelvin, 1900)

Kirchoff torvénye: Hémérsékleti egyensulyban 1évé test abszorbeids és emisszids egytitthatdinak
aranya a homérséklet és a frekvencia univerzalis fliggvénye.

Abszolut fekete test: minden raes6 sugarzast elnyel (az abszorbciés egyiitthaté értéke 1).

Wien-féle eltoléddsi torvény: ez = 2.898 x 10 nm K

Stefan-Boltzmann-torvény: abszolit fekete test sugdrzasanak intenzitdsa (energiadram-stiriisége)

jg = oT*, ahol o = 5.6704 x 1078 L

10. dbra. Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887), Wilhelm Wien (1864-1928) és Jozef Stefan (1835-
1893)

11



A feketetest-sugarzas elméleti targyalasa

Elektromagneses sugarzas [ oldalélii kocka alaku tiregben:
Maxwell-egyenletek az tireg belsejében:

1 0F
VxB=——
% c? Ot
0B
E=_""
V x oy
VE =
VB =0
Ebbdl kovetkezik, hogy
1 0°E
20 0, \Y% 0
1 0°B
AB — — =0 VB =0
c? Ot? ’

Hatarfeltételek: az elektromos tér tangencialis komponense és a méagneses indukcié normalis
komponense eltlinik a falakon.

_ y=0 vagy y=1 _ _ _
E, =0, ha{z:O vagy z—1 ' B,=0, ha =0 vagy z=1L
- z = vagy z=1 B B -
E, =0, ha{xzo vagy z—=1° B,=0, ha y=0 vagy y=1I
E. =0, ha{ r=Yovasy T ; B.=0, ha z=0 vagy z=1I.

Y= vagy Y=

Az egyenleteknek a hatarfeltételeket kielégito legaltalanosabb megoldasa

E, = i i i Qan(t) cos (nyr%) sin (nw%) sin <nz7r§> ,
E, = i i i Qyn(t)sin (nwr%) cos <ny7r%> sin <nzﬂ-§) )
E, = i i N 1 ¢2m(t)sin (nyr%) sin (nw%) cos <nzﬂ-§) )

3
8
Il
—
3
<
Il
_
3
8
Il
_

3
8§
Il
—
3
<&
Il
-
3
8§
Il
—

12



és

[(nyGen(t) = n2Gyn(t)) sin (nﬁr%) cos (nwr%) cos (mﬂ?) )

&

[
WE
WE
hE

2072
ng=1ny=1n;=1 Ten
- - - l(nZQx,n(t> - nxq,z,n(t)) X . y z
B, = nz::l nz::l ;1 - cos <n$ﬁ7> sin <ny7r7> cos (nZﬂ—i) ,
[e’e) [e’e] [e’¢] l . . . £ — ,xn +
B, = RZZI nZ:l nZ:1 (n2y, (W)c2nzyq n(1)) cos (nm%) cos (nyw%> sin (ngr;) ,
ha
ng, = 0

(transzverzalis hulldimok). Emiatt modusonként két fiiggetlen amplitudé van:

an(t) = 4y (el + a7 (t)ely)

Itt e!)-ek (r=1,2) a polarizaciés egységvektorok:

ne =0, eMel® =g,

A g (t) amplitudék a harmonikus oszcillator mozgdsegyenletét elégitik ki:

q () +wig(t) =0

e
— 2 2 2
Wp = ;i \/ Mg + 1y + 0

ahol

a rezgés korfrekvencigja.
A sugarzas teljes energiaja

eoc léo . .
U:/dV(2E2 ) ZZ 16w2 A1) + whal  (4))

A klasszikus statisztikus mechanika szerint egy ilyen rendszerre alkalmazhato lenne az ekviparticio
tétele: minden négyzetes taghoz (szabadsdgi fok) ’“BTT energia tartozna. A végtelen szami maodusra
osszegezve gy azonban végtelent kapndnk az energidra: ez az un. ,ultraibolya katasztrofa”.

Adott frekvencidji médusok szama (minden frekvencidhoz két médus tartozik, amelyek egymasra
mer6leges polarizdciéjiak):

13



1 3 8ml3
2d°n — 2—4mn’dn = —w?dw = Ll/zdl/
8 w23 3

Ha az ekviparticié tétele érvényes volna, akkor a spektrélis stiriiség

8
u(v) = C—73T/’<;BTV2

lenne (Rayleigh-Jeans-torvény). Ez kis frekvencidkon jé kozelitést ad, de nagy frekvencidkon
hibas.
Kvantumhipotézis (Planck, 1900)

Az oszcillatorok energidja nem folytonosan vdltozik, hanem mindig eqy diszkrét érték egész szdmai
tobbszorose, amely pedig ardnyos a frekvencidval:

Uw)=jhv j=01,2,3, ..

A h=6.62 x 103" Js mennyiség (Planck-dllandd vagy hatdskvantum) ij természeti dllandg.

11. d4bra. Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947)

Adott frekvencidju oszcillator energidjanak varhato értéke (étlaga):

_Jhv
~ Zoioj hve *sT hv
U(V) == ~ jhv = T
E;ioe kgT eksT — ]

Kis frekvencidkra ez kgT-hez tart (ekviparticid), nagy frekvencidkra azonban exponencidlisan
tart nullahoz.
Ennek segitségével a spektralsiirtiség (Planck-torvény):

&1h V3
u(y) - hv
ersT — 1

3

14



Teljes energiastiriiség:

u:/ooou(z/)

Egyezik a Stefan-Boltzmann-torvénnyel!
Hol van a spektrum maximuma?

dv dv
Ebbdl
hv
ekpT _ ) _
Az egyenlet gyoke
hv,,
kgT

Wien-féle eltolodasi torvény.

dy — 8Tk 4
15h3¢3

h]/ hv
eksT =
kgT

15



1.2.6. A hataskvantum els6 alkalmazasai. HullAmjelenségek részecsketulajdonsagai

Szilardtestek fajhdje.

Klasszikus statisztikus fizika: Dulong-Petit-szabdly (szilard anyagok fajhéje 3kg). Valdjaban -
osszhangban a termodinamika III. f6tételével - a fajhd alacsony hémérsékleten nulldhoz tart. Ma-
gyardzat: a racsrezgések energiaja kvantalt (fononok). Emiatt egy v frekvencidji oszcillator energidja

T hémersékleten nem kg7, hanem
hv

hv
eksT —1

Figyelembe véve a racsrezgések spektrumét, ebbdl alacsony hémérsékleten U oc T? kovetkezik, tehdt

a fajhd ¢ = -9 oc T%. (Max Born és Kdrmdn Tédor, 1913).

12. dbra. Max Born (1882-1970) és Kérmén Tédor (1881-1963)

16



Fotonok. A fényelektromos jelenség.

Fényelektromos jelenség: ultraibolya fény hatasara alkalifémekbdl elektronok 1épnek ki. A klasszi-
kus elektrodinamika alapjan a jelenség nem magyarazhat6 (a klasszikus elmélet szerint napokba telne,
mig az elektron a sziikséges energiat 6sszegytijti, mig valéjdban a kilépés azonnal bekovetkezik).

Lénard kisérletei: a kilépo elektronok sebességét a fény frekvenciaja, szamukat a fény intenzitasa
hatarozza meg.

Einstein magyarazata a fotonkép segitségével.

Foton: hv energia, % impulzus.

1
hy = A+ §mv2

A: kilépési munka

13. dbra. Lénard Fiilop (Philipp Eduard Anton Lenard, 1862-1947) és Albert Einstein (1879-1955)

17



Compton-effektus.
Grafitra es6 rontgensugarzas hullamhossza megvaltozik a szoras szogétol fiiggden. Magyarazat: a
fotonok az elektronokkal rugalmasan titkdznek és ennek soran energidjuk és impulzusuk megvaltozik.
Impulzusmegmaradés:

Py = Py cos ¢ + pecos
Py sin ¢ = pe sin 0

Energiamegmaradas:

pre+mec = pre+ /m2ct 4 p2c?
A fentiekbol

mec(py — py) = pspy(1 — cos §)
adddik, azaz (A = h/p miatt)

N =)= h (1 — cos o)

MeC

14. abra. Arthur Holly Compton (1892-1962)

18



1.2.7. Anyaghulldmok

de Broglie: A hullamtulajdonsigokkal (diffrakcié) rendelkezé fény oszthatatlan részecskeként vi-
selkedhet. Forditva, a részecsketulajdonsagokkal rendelkezd elektron is viselkedhet hullamként.
Hulldmhossz:

h
A= —
p
Frekvencia:
E
V= —
h

Davisson-Germer kisérlet: lassu elektronok nikkelkristalyon diffrakciét szenvednek. A diffrakcios
képbol a hullamhossz meghatarozhato, és az teljes 6sszhangban van de Broglie elméletével.

15. abra. Eletrondiffrakciés kép transzmissziés elektronmikroszképban

16. abra. Prince Louis-Victor Pierre Raymond de Broglie (1892-1987), Clinton Joseph Davisson
(1881-1958) és George Paget Thomson (1892-1975)
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2. hét

2.1. A Bohr-elmélet

Vonalas szinkép. Bohr-modell. Franck-Hertz-kisérlet.

17. dbra. Niels Bohr (1885-1962), James Franck (1882-1964) és Gustav Ludwig Hertz (1882-1975)
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18. abra. A Nap abszorbcids szinképe
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19. dbra. A hidrogén, a hélium és a neon emissziés szinképe

2.1.1. A Bohr-elmélet feltevései és alkalmazasuk a hidrogénatomra

1. Csak azok a palydk megengedettek, melyeknek az impulzusmomentuma i = h/(27) egész
szamu tobbszorose.
me v 1T =nh

2. A megengedett palyan keringd elektron nem bocséjt ki sugarzast. Sugarzas akkor kovetkezik be,
ha az elektron magasabb energidji megengedett palyardl alacsonyabb energiaji megengedett
palyara ugrik.

3. Frekvenciafeltétel:

Ek — EU = hv
Alkalmazas a hidrogénatomra:
2 2
v q;
me— =
r 4megr?
deq B
Tn = —5—"N
e Me
1 2 2
E = —ma? — e __ %
2 4megr 8megr
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__geme 1
32m2e2h? n?

o gime 1 1
Pt = 64m3eh? \n?  n’?

E, =

Rydberg-allandé
o gme
64m3elh?
Pontosabb érték a redukalt tomeggel:
/ me
m. =
e 1 +
R
L
Franck-Hertz-kisérlet: higanygozzel toltott katédsugarcsoben az atomi energiaszintek kozti kiillonbségeknek
megfelel6 anddfesziiltségeknél rugalmatlan szoras kovetkezik be és az andéddaram lecsokken.

Me
mm

/

*Mobel prize
in physics,
1925

(F

Accelerating Apparatus

Franck-Hertz Data

20. abra. A Franck-Hertz-kisérlet vazlata
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2.1.2. A Sommerfeld-féle kvantumfeltételek

A spektrum finomszerkezete: a szinképvonalak valdjaban tobb kozeli vonalbdl allnak.
Ellipszispalyak kvantédlasa (Sommerfeld):
Kanonikus impulzusok:

Lo

Itt L a Lagrange-fiiggvény:

Me . . Zq>
I = Mep2 272 e
2 (r +T¢)+47reor

Y{prdr =n,h
j{mdqﬁ =kh

n,: radialis kvantumszam, k: azimutalis kvantumszam.

Sommerfeld-féle kvantumfeltételek:

Mellékkvantumszam:
l=k-1
Alkalmazas hidrogénatomra:
Dr = mer
Py = meerqB
E Rh L
= —c
(ny + k)?
Fokvantumszam:
n=n,+k
Az ellipszisek féltengelyei:
L Amegh?
a =
Meq?
k
b=a—
n

k = 0 nem megengedett (magba esés).
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Ebbél még nem kévetkezik a finomszerkezet. Azt relativisztikus effektusok okozzak (ideértve a
spin-palya kolcsonhatdst és a potencidlis energia relativisztikus korrekcigjat is).

2 2

(E+ 4. ) —p262:mzc4
dmegr

2

2 2
E—mec2:\/W_meCQ qe ~ p _ qe p

dmegr  2m,.  Amegr  8mc?

4

A relativisztikus korrekcié megsziinteti az elfajulast, és az energia fiiggni fog a mellékkvantumszamtol.

Az els6 korrekcié nagysagrendje:
' E,

J— - ~ a —
8m3c? 4n?

Finomszerkezeti allandé:

g 1
a= N —
dmeghe 137

A térbeli helyzet teljes megaddsahoz harom kvantumfeltétel sziikséges:

€ /. A . M Z 2
L= ﬂ(7’2 + 7207 4 r? sin? 0y?) + ek
2 dmegr
br = Mel
Do = mer0

Dy = mer? sin® 01

?{prdr =n,h
fpgd(g = Ny h

§podv = m

Mivel v ciklikus koordindta, py, az impulzusmomentum z komponense mozgasallandd, ezért

h
p— _— = h
Py =mg_=m
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m: —k, .., —1,0 1, .. k

(a Bohr-elméletnek ez a kovetkeztetése pontatlan!) Adott n és k esetén 2k + 1 térbeli hely-
zet.lehetséges.

k =ng+ |m|

n=n, +ng+ |m|

21. dbra. Arnold Sommerfeld (1868-1951)

2.1.3. Az atomok magneses nyomatéka

n norméalvektori A teriiletet hatarolé gorbe mentén foly6 I dram magneses momentuma

M=AIn

Atomi pélya esetén
T 2nr

ezért a magneses momentum nagysaga

2

Qe U T Qe Me VT e
M| 2mr 2me 2 me
Vektorialis alakban:
M=—2 N
2 m,

26



ahol IN az impulzusmomentum.
Bohr-magneton:

g h
MB—Qme

A szinképvonalak felhasaddsa mégneses térben (Zeeman-effektus):

U,=—-MB
Enm:_Rf;c_qeth
’ n 2 me

22. abra. Pieter Zeeman (1865-1943)
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2.1.4. Az elektron spinje
Einstein-de Haas-effektus (1915).

23. abra. Kisérleti berendezés az Einstein-de Haas effektus mérésére, Wander Johannes de Haas
(1878-1960)

A mégneses momentum kvantaltsdga (Stern-Gerlach-kisérlet, 1922).

Classical

prediction What was
actually observed

N

A

% IM FEBRUAR 1922 WURDE IN DIESEM GEBAUDE DES
Furnace PHYSIKALISCHEN VEREINS, FRANKEURT AN MAN,
VON OTT!

Silver atoms

STERN UND WALTHER GERLACH DIE

FUNDAMENTALE ENTDECKUNG DER RAUMGUANTISIERUNG
DER MAGNETISCHEN MOMENTE IN ATOMEN GEMACHT.

AUF DEM STERN.GERLACH-EXPERIMENT BERUHEN WICHTIGE
B AN S RES N ANEME THOBE, ATOMULR ODER LASER”
WIE KERNSPINRESONA ;

Inhomogeneous OTTO STERN WURDE 1943 FUR DIESE ENTDECKUNG:

magnetic field DER NOBELPREIS VERLEHEN. y

24. abra. a Stern-Gerlach-kisérlet vazlata, Otto Stern (1888-1969) és Walther Gerlach (1889-1979)

Inhomogén magneses térben a méagneses dipdlra er6 hat:
F =V (MB)

A Stern-Gerlach-kisérlet tovabbi jelentosége: Rabi-oszcillaciok, magneses magrezonancia, NMR,
tomografia, atomora, mézer

Stern-Gerlach-kisérlet eziisttel (1922) és hidrogénnel (1927): az atomnyalab két sugédrra valik szét.

Magyarazat (Goudsmit és Uhlenbeck,1926 ): az elektronnak h/2 nagysagi sajat impulzusmomen-
tuma van.
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25. abra. Samuel Abraham Goudsmit (1902-1978) és George Eugene Uhlenbeck (1900-1988)

2.1.5. A Pauli-elv. A periédusos rendszer kvalitativ értelmezése.

Az atomi elektronoknak létezik egy negyedik kvantumszama és egy atomon beliil két elektronnak
nem lehet mind a négy kvantumszéama azonos (kizérasi elv, 1925).

A spin felfedezése utan a negyedik kvantumszamot a spinnel azonositottak. Fokvantumszam:
n=1,23,4,567,.. (K L M N, O, P, Q), mellékkvantumszam: [ = 0,1,2,...,n — 1 (s,p,d,f,g),

magneses kvantumszam: m = —I[,...0, 1, .., [, spinkvantumszam: s = j:%.

26. dbra. Wolfgang Ernst Pauli (1900-1958)
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Peri6dusos rendszer (Mengyelejev, 1869).

Hidrogénatom alapallapota: egy elektron az 1s éllapotban.

Héliumatom: két elektron (ellentétes spinnel) az 1s dllapotban (jelolés: 1s?).
Litium: 1s22s!

Berillium: 1s22s?

Bér: 1s%2522pt

s—elemek p-eclemek
1 i AZ ELEMEK PERIODUSOS RENDSZERE 11 v ¥ VI Vil - o:l
1 relativ atomtémeg 26,98 H'e
K 2002
Hélium_|

vegyjel . Al 3
8
13 2

rendszdm

az elektronok eloszldsa
az energiaszinteken

Aluminium

d-elemek
VI VIII

vl VIl

#Az elemek ideiglenes elnevezése
-104 Rf-Ratherfordium — 104 Ku-Kurtschatovium
-105 Ha—Hanium — 105 Ns—Nielsbohrium

f—elemek

LANTANOIDAK

AKTINOIDAK

27. abra. A kémiai elemek periddusos rendszere
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28. dbra. Dmitrij Ivanovics Mengyelejev (1834-1907)

2.1.6. A korrespondencia-elv.

Hataresetben a kvantummechanikai torvények a megfelelo klasszikus mechanikai torvényekbe mennek
at.
Pl |n —n/| < n esetén
1 1 2 ,
Unn' = Re (m — E) ~ ch—(n — n)

masrészt a keringés klasszikus frekvencidja

2
v = Re—
n

A korrespondencia-elv segitségével meghatarozhaté az emisszios spektrumvonalak intenzitdsa és
polarizaci6ja. Tiltott atmenetek, kivilasztési szabalyok (pl. ol = £1).

2.1.7. A Bohr-elmélet korlatai

e A héliumatomra hibés eredményt ad (kaotikus dinamika, nem integrélhaté rendszer).

A spektrumvonalak finomszerkezete mar a hidrogénatom esetén is pontatlan.

A spektrélis intenzitas kiszamitasa csak a korrespondenciaelv segitségével lehetséges.

Az impulzusmomentum kvantalasa hibas (val6jaban /(I + 1)k az impulzusmomentum nagységa).

A kovalens kotést nem tudja értelmezni.
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e Nem veszi figyelembe az elektronok kozotti kolesonhatéast, ezért a periodusos rendszer egyes
részletei (alhdjak toltédésének sorrendje) a Bohr-elmélet alapjan nem értelmezhetdk.
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3. hét

3.1. Fizikai mennyiségek mint operatorok és mérheto értékeik mint sajatértékek

29. dbra. Werner Heisenberg (1901-1976), Erwin Schrodinger (1887-1961) és Paul Adrien Maurice
Dirac (1902-1984)

3.1.1. Operatorok és sajatértékeik

Az atomi jelenségekre jellemzéek a diszkrét (nem folytonos) energiaszintek ill. a diszkrét impulzusmomentum-
vetiiletek. A fizikai mennyiségeknek a kvantummechanikaban hermitikus linearis operatorok felel-
nek meg, melyek skaldrszorzattal ellatott komplex vektortéren (Hilbert-tér) vannak értelmezve. Az
operatorok sajatértékei szolgaltatjak a fizikai mennyiség méréssel kaphato értékeit.

Példa: a spinkomponensek operatorai véges matrixként adhaték meg, melyek a kétdimenzids

komplex vektortéren hatnak.
A h(o0o1
%=5(40)

. b0 =i
Yoo \i 0
s _h(1 0
=2\ 0 —1
Az impulzusmomentum négyzete:
n (30
2 2 2 2
ST=5.+5,+5; 4<0 3)



Sajatértékek meghatarozasa:

tehat a sajatértékek

Hasonléan a masik két komponens esetén:

‘h
det< _.iy 2 ) =52 —
i35 =Sy Y
h
— 4
Sy 5
b
det( "0 _EO_S )ZSi
2 z
h
S, = Zi:E
Végiil
SZ
sajatértékei:
S?v = s*w
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82 _ §h2

4
Komplex vektorokra és matrixokra vonatkoz6 alapvet6 definicidk és tételek:

Vektor (Matematikai értelemben)

N dimenziés komplex vektor:
Vi
Va
V= . , V;eC
Vn
Osszeadds
(A+B); = A;+ B,

Szammal vald szorzas

(cV);=cV;

Vektortér
ha Vi eV é V,eV akkor Vi + Vo €V o ahol c¢1,c0 € C

Linedris fiiggetlenség V; és V; linedrisan fliggetlenek (akkor és csak akkor), ha

caVi+eVo=0 = ci=c=0

Transzponalt
Vi=a(wvi V3 ... Wy)

Adjungalt (Riesz-tétel)
Vi=(w V5 .oV

Itt * a komplex konjugaltat jelenti.

Skalarszorzat (Komplex euklideszi tér)
N
(A,B)=A'B=> AB,
j=1

Emiatt
(B,A) = (AB)"
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Hilbert-tér: teljes euklideszi tér. Teljesség: Cauchy-sorozatok konvergensek és a hatarértékiik
is eleme a térnek.

Ortonormalt bazis, szeparabilis Hilbert-tér

e; €H, (ej,er)=d

ugy, hogy
V'V € Hesetén 3 ¢; € C 1agy, hogy chej =V
J
Ekkor
G = (ej> V)
Matrix
aix aiz ... QN
Q21 Q22 ... dAaN
a = [ay]
anyy an2 ... QNN
N
(CL‘/')Z = Z Clz‘jV'
7j=1
Egységmatrix
1 0 . 0
01 . 0
1=1 . . .
00 1
f)sszeg
(a + b)ZJ = CLZ'j + bij
Szorzat
N
(ab)i; = Z ik b
k=1
Altalaban ab # ba
Kommutator
la,b] = ab — ba
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Inverz
ala=aat=1

Determinans
P
deta = E (—1) 14, A2y --- OGNy

1,2y
det(ab) = (deta)(detb)

Homogén linedris egyenletrendszer megoldhatésagi feltétele:

aV =0 megoldasa akkor és csak akkor 3, ha deta =0

Transzponalt
T
Adjungalt
ajj = a;’i
(ab)! = b'al

Onadjungalt (hermitikus) matrix (Fizikai mennyiség)

h =h'

Unitér matrix (Szimmetriatranszformécio)

Unitér matrixszal végzett transzformacié megérzi a skalarszorzatot.

(uA,uB) = (uA)'uB = A'u'uB = A'B

Hasonlésagi transzformacié

a = sas™!

Sajatérték-egyenlet
aV =aV

Itt a a sajatérték, V' a sajatvektor. Karakterisztikus egyenlet:

det(a —al) =0

37



Hermitikus matrix sajatértékei valosak, kiilonbozo sajatértékekhez tartozo sajatvektorai

ortogonalisak
hV =hpV
VIRV = hvViv
Adjungalva:
VIRV = nviv
Tehat h = h*.
hVi = Vi
V'QTh _ hQV'ZT

ViRV = Vy'V,
Vi hV; = bV W,
Mivel hy # hs, V3 V; = 0.
A sajatvektorok teljes bazist alkotnak.
A sajatvektorai bazisan a hermitikus matrix diagonalis.

A normalt sajatvektorokbdl unitér matrix képezheto. Az ezzel elvégzett hasonlésagi transz-
formacio a hermitikus matrixot diagonalis alakra hozza.

Felcserélhet6 hermitikus matrixoknak van kozos sajatvektor-rendszere. Legyenek a és b
felcserélheto hermitikus matrixok. Ekkor

aV =aV

baV =a(bV) =a(bV)
Ha a egyszeres sajatérték,
bV =0V

(Ha a t6bbszoros sajatérték, akkor b a megfelel6 alteret onmagdara képezi le, emiatt V' megvélaszthaté
ugy, hogy b sajatvektora legyen)

Elfajult sajatértékek. Ha a és b nem felcserélheté hermitikus matrixok, de mindketté fel-
cserélhetd a ¢ hermitikus métrixszal, akkor c-nek van elfajult sajatértéke (t6bb sajatvektor

tartozik egy sajatértékhez). Ui.
cV =cV
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c(aV) =c(aV)
c(bV) = ¢(bV)

De minden sajatvektorra aV = const. x bV nem teljesiilhet, mert akkor a és b felcserélheto
volna.

3.1.2. A Heisenberg-féle felcserélési torvények

Poisson-zardjelek a klasszikus mechanikédban:
{fa.p).9(a.p)} =) -2 — -
J

Ha f = qr és g = p;, akkor
{ar, p)} = On
A Heisenberg-féle felcserélési torvények

Gk, Pr] = iho1

Operatorok koordinatareprezentiacioban. Hilbert-tér: négyzetesen integralhato fliggvények.
A koordinata operatora:

I=x
Az impulzus operétora:
. " 0
— i
Dz I
Vektorialisan:
=7
p = —ihV
skalarszorzat:

Hidrogénatom alapéllapota.
Az energia operatora:
1 ~2 qz h2 q6

H=_—p>— —_ " A
2me, 4megr 2m, dmegr
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Polarkoordinatékban:

i h? 82+28+1 82+t198+ 1 02 q
= — _— _— _ _— C e _— —_
2m, |02 ror  r?2 \ 0v? & 09 sin? Y Op? Amegr
Keressiink exp (—a r) alaki sajatfiiggvényt!
N h2 K2 92 2
Hexp(—ar)= —2m6a2 exp (—ar)+ e ?a exp (—ar) — 473207’ exp (—ar)

Ez akkor lesz a prébafiiggvény szamszorosa, ha

2
o, Geme
4rregh?

Ekkor

h2 2
Hexp(—ar)= —5 ¢ exp (—ar)

e

Tehat a sajatérték

4
e

Jo— EL
0 32m2e3h?

Operatorok matrix reprezentéacidja.
Impulzusreprezentacié.

Korlatos és nem korlatos operatorok.

Dirac-féle absztrakt jelolésmod. Bra és ket vektorok

<¢l, [Y>
skaldrszorzat:
< ¢l >
operator matrixeleme:
< ¢|O >
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3.1.3. A linearis harmonikus oszcillator

Klasszikus formulak:
Kitéréssel ardanyos visszatérito erd (kis rezgés):

d?x

A mozgéasegyenlet megoldasa:

r=xgcos(wt+9), w=

S

Energia (Hamilton-fiiggvény)
2 2
P mw?®
=2
om 2 "

Kvantummechanikai targyalasmod:
Energiaoperator koordinatareprezentacioban:

R:d? omw?

H=———
2m da? + 2
Sajatérték-egyenlet:
R d*y mw?
- = F
2m dx? + 2 v 4
Uj, dimenzidtlan valtozok:
2F mw
k=— =4/ —
ot B
Sajatérték-egyenlet dimenziétlanitott alakban:
&y +(k-&)v=0
dg?

Megoldas Sommerfeld-féle polinom-médszerrel:
Aszimptotikus megoldés (nagy &-re):

d*y 9
@ ey
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2= (Soe)eon(-5) 2 (Sinert) com (5) - (Soe) o (-5)
+ <§j(j - 1)Cj5j2> exp <_%2)

(chjfj—1> = jed
=0

7=0
n n—2
D il = 1= (G +2)( + eyl
j=0 =0
Tehat a sajatértékegyenletbdl
n—2 n
> (G +2)( + Dejrag’ + ) (k= (2] +1) € =0
j=0 j=0
Ebbdl 7 = n esetén
=2n-+1
azaz
+ L hew
n— | N =
2
_e
2/}n =e 2 Hn(&)
H,(§): Hermite-polinom
d*H, dH,
-2 2nH, =0
e § i +2n



3.1.4. Az impulzusmomentum

A klasszikus mechanikdaban az impulzusmomentum megmaradésa a forgasi invariancia kovetkezménye.
A kvantummechanikdban az impulzusmomentum operdtora a végtelen kis elforgatas operatoraval
aranyos.

A

L=#xp=—ibrxV

(bizonyitandd, hogy hermitikus)
Valéban, d¢ szogii elforgatds sordn a helyvektor véltozdsa dr = 8¢ x r, igy egy ¢ (r) fliggvény
megvaltozasa

p(r) =y(r+d0r) —v(r) = (6rV)y = (d¢p x 1)V = do(r x V)i

forgasi invariancia <= az impulzusmomentum operatora felcserélheté az energia operatoraval

Hy = Ey
HLy = ELY
LAY = ELY

Az impulzusmomentum-komponensek felcserélési szabalyai:

[Lja Lk] = Ejmnfmpnekstfsﬁt - ekstfsﬁtejmnfmﬁn = Ejmnekst(fmﬁnfspt - 72sﬁtfm]an)
= €jmn€kst (Tm(—1h0ns + 5P )Pt — Ts(—ihOme + TDt)Dn)
=~y (€jms€rst — €jstChms)
Mivel pedig
€ims€kst = €jms€tks = jtdmk: - 5jk:5mt
ill.
€jst€kms — €tjs€kms = 5tk5jm - 5tm(sjk
végiil )

(L, L) = —ihfmpy (6;0mk — OukOjm) = —ih€ ks€stmPmPr = ihejps L

Pélyamomentum és spinmomentum

[Sj, Sk-] = ithktSt
Tovabba



ul.
[L;, L% = [L;, L] = L L Ly — LiLi L,
= (ZhﬁﬂmL + LkL ) IA/ ik (Zhekjnj—in + z]j/k)
=ih (ijnf/nj—/k - Ekjnj—/lcf/n> == ihﬁjkn <f/nf/k + j—/kﬁn> =0

mivel €, a k,n 0sszegz6 indexekben antiszimmetrikus, mig L,Ly + Ly, L, ugyanezekben az indexek-
ben szimmetrikus (a teljes kifejezés emiatt egyenlé énmaga —1-szeresével, tehdt nulla).

Az impulzusmomentum sajatértékei és sajatfiiggvényei R R
A feleserélési szabalyok alapjan kozos sajatfiiggvény-rendszere van pl. L,-nek és L2-nek.
Impulzusmomentum-komponensek kifejezése derékszogt koordinatakban:

L, = —ih <y% — Z%)

ij = —1ih <z2 — :c£>

L* = 1 (r*A — (rV)? = rV)

Impulzusmomentum-komponensek kifejezése gémbi polarkoordinatakban:
. 0 0
L, = —ih (— sin goaﬁ — Cos ctgﬂ%)

f) = —ih (cos gp% —sing ctg"ﬁaa )
¥

A 0
L, =—1h—
i a0

A o? 8 1 0

L? = —R? + ctg— s

092 319 sin” ¥ Op?
Az impulzusmomentum barmely komponense és az impulzusmomentum négyzete felcserélhetok,
ezért létezik kozos sajatfiiggvény-rendszeriik. A kiilonboz6 komponensek nem cserélhetdk fel (=

elfajulds), ezért pl. L, és L? kozos sajatfiiggvényeit kereshetjiikk meg.
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Loy =1y
L* = L%

Itt [, és L? a sajatértékek (valds szamok), mig ¢ a kozos sajatfiiggvény. Beirva a polarkoordindtas
alakot L, sajatérték-egyenletébe:

o
—ihg =¥

Ennek megoldédsa (az integracids allandé csak ¢ vonatkozasaban éllandé, ¥-tdl fiigghet):

w:@wmm(%p)

mivel pedig 1-nek 27 szerint periodikusnak kell lennie p-ben (hiszen ¢ és ¢ + 27 ugyanaz a térbeli
pont, ha r és ¢ valtozatlan),

l, = mh
(m egész szdm) és '
b =)
Ezt behelyettesitjik L? sajatérték-egyenletébe. Kapjuk:
—h? (88_; + ctgﬁ% — %) O(0)e™* = L?*O(Y)e™?
egyszerisitve:

d> d m? L?
— +ctgd— — —— + — ) =
(dﬁ2+6g v sin219+h2>@( ) =0
(Mivel © csak 9 fliggvénye, kozonséges differencidlegyenletet kell megoldanunk.) Felhasznéljuk a
1 d d d? d

snoan Vg T g Ty

azonossagot:

1 d d m? I?
Logn2 - L2 Y o) =
(sinmwsm @ snZo h2>@( ) =0

és bevezetjiik a
& = cos
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1j valtozét. Mivel d€ = — sin9dd,

és

d d d
- — _ = (1=
Smﬁdﬁ sin ﬁdﬁ ( f)d£

(-7 (i) oo

Ennek az egyenletnek & = +1 szinguléris pontjai. Ezek kozelében a megoldds (1 — £2) valamilyen
hatvanyaval kell hogy eltiinjon, hogy a szingularis 1"7“52 tényezot kompenzalja. Keressiik tehat az
aszimptotikus (azaz || & 1 esetén kozelit6leg érvényes) megolddst © = (1 — £2)® alakban.

E(a-eF) - % (1-e200-r) = (200 - )

Ezzel a sajatérték-egyenlet:

d§ 3
= —2a(1 — )" +4a*¢*(1 — ) ' = —(2a + 4a*)(1 — €3 + 4a*(1 — £2)*!
~ 1 esetén a mdsodik tag dominal. Ennek kell a —22-0 = —m?2(1 — £2)~! tagot kompenzdlnia,
€ g s g
tehat
4a® =m?

fgy tehat az aszimptotikus megoldas
6(1 = (1 - 52)@7‘

A Sommerfeld-féle polinom-méddszerrel keressiik a pontos sajatfliggvényt:
%th

k

k
=% ple(1 - )5 S8 + (1- ) FN Y jeyei?
=0

3 2
k
L1090 = i1 - )% Y0+ w1 - Y e et € ‘””ch]g“
7=0 7=0
k
~(m| -+ 2)¢( "Zm“ L=y — e

J=0
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cla-e B (B-2a)e-u-a* [Z( =l + )l 4+ o8

3=0

k—2
+> G+ +1 cng]
7=0

Ennek a kifejezésnek az eltlinésébol j = k esetén

7z = (Im| +k)(Jm| + k+ 1)

kovetkezik, vagy (I = |m|+ k jeldléssel, | > |m]|):

L? =1(1+ 1)Rr?

Sajatfiiggvények:
Il m —im
Yim = (1= &%) = B (€)e™™?

P(€): csatolt Legendre-polinom (I — |m| foku).
A sajatfiiggvény meghatarozasa mas maédszerrel:
[ = |m| esetén k = 0, tehdt

OL1(0) = (1 — &)z =sin' v
és igy

A tobbi sajatfliggvény:
A felcserélési relécidk szerint

(L., L;| =ihL,
[L.,iL,] = hL,
Emiatt o R R R
(L2, (Lo +iLy)] = R(Ly + iLy)
vagy X X R

L.(Ly+iLy,) — (Ly +iLy) L. = l(Ly +iL,)
Alkalmazva mindkét oldalt a 1y, sajatfiiggvényre:

L.(Ly + iLy)tim — (Ly + 1Ly )mbithy, = h(Ly + iLy)tm
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Tehat
Lo (Lo +iLy)tn) = (m+Dh (L +iLy )

Mésrészt L, + iﬁy felcserélhet6 f/Q-tel, tehat
£ (L + L)) = 10+ DR (Lo + Ly )
Ezek szerint A .
wl,erl X (La: + ZLy)qyblm
f}+ =L, + ifly: léptets operator (emissziés operator). Nem hermitikus!

. (0 0
L. =he | = 44 —
L = he (819 + zctgz?asp)

Ezzel tehat

ml
Yim = {ew <5% + ictgq?%)} sin! 9e 1
¥

A normalt sajatfiiggvények az un. gombfliggvények:

2A+1(1—|m)? .
l4+ Eé n :ml;‘} sin!™ 19Pl|m‘(cos i
T ml)!

Yim = (—1)™ 2" [

vagy expliciten:

o 2L+ 1 (1 +m)! 1 d-m , :
Ym — (_:\! 21 Yelme
: (=0) \/ 4 (I —m)! 210! sin™ O (d cos 9)l=™ S e

j—JzYzm = mhYy,
LY, = (1 + 1)h*Y),,

2w ™
/ ng / d¥sin Y}:n(ﬁ, (p)}/}/m/(ﬁ, QD) = 6ll’5mm’
0 0
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Y(0,0)2 ¥(1.0°

IY(1,1)]?

0.05

I Gl
0% 095

2

30. abra. Az [ =1 és [ = 2 mellékkvantumszamu gombfiiggvények
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3.1.5. A rotator

Forgé molekuldk szinképe (rotécids szinkép). Mozgd tomegpont energidja r = allandé esetén:

Klasszikusan
L? = (r x p)* = r’p* — (rp)’
azaz
12— 7421)2 _ rng
és igy
2 2 L2
g-P _Pr

2 2u - 24112

Kvantummechanikailag

~9 2 2 [ 92 2 2
NP h h? [0 209 1[0 0 1 0
g __r,A__*Y |9 29 - ([9 T

21 21 24 {87"2 ror  r2 \ 0v? * Ctgﬁ@ﬁ i sin? ¥ Op?

h2

_ZA%UO% 90) = E¢(0’ 90)

K2 <a2w a1 a?w)zw

_ . tod—— —_
22 \ o0 T a9 T sinZg 0p?
L? RA(1 + 1
2¢ =FEvy, E = (—2)
2ur 2ur
[ T
- | BT W 1 )
E 14 1L e e T l [‘ W ] } ! nr ...............
§ oo i e L ﬁiij}jj . 'QZ}' iy ._'_jj.ﬁl g —
= 0 I “”!Hll ‘ | ||! i|’- | ‘ ]Il ...... ’- l[ .I i| !,_ _
les0 2000 2050 2100 2150 2200 2250 2300 'ﬁ"}“ﬂ\"'ﬁ: L'_'JH;',J'E;JLU'IQ} & ‘cﬁ‘l:;'_'Jt;J"\'lf'd'U'n;;"Ll;bj"gl[k'};t
Wavenumbers (1fcm) 8.00 8.20 8.40 B.60 8.80 9.00 9.20 1073
Frequency (Hz)

31. dbra. A szénmonoxid (CO) és a sésav (HCI) molekula rezgési és forgdsi spektruma (infravords

abszorbciés spektrum)
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3.1.6. Centralis er6térben mozgdé tomegpont energia-sajatértékei és sajatfiiggvényei

(% + V(r)) b= B

h2 ? 29 1[0 0 1 02
-—— 4+ = tg— =FE
('97“2+7"87“+7’2 (8192 ce 819+s1n 299 Dp? )]¢+V(r)¢ 4

A gémbsmmmetrla kovetkeztében H felcserélhetd L,-vel és L2-tel.

= Ri(r)Yim(9, )

d*R(r) N 2dR(r) I(I+1)
dr? r dr 72

R(r)+ 25 (B~ V() R(r) =0

3.1.7. Merev falii gombbe zart tomegpont

0, har<a
V(T>_{ +o00, har>a

3.1.8. Haromdimenziés potencialvolgy

| =W, har<a
V(r)—{ 0, har>a
3.1.9. A hidrogénatom
2
q
Vi(r) = :
(r) 4meg
Kotott allapotok: E < 0
Atomi hosszegység:
h

rg =
" VRulE]

Dimenziétlan valtozo és paraméter:

2
r M4 To
g To ’ 47T€0h2

A dimenziétlanitott sajatérték-egyenlet (id6fiiggetlen Schrodinger-egyenlet):
R 2dR [ 1 € Ii+1)

@i 1T e
511

R=0




Kozelité megoldéds nagy &-re:

R=e"
Kozelité megoldas kis &-re:
R=¢
Pontos megoldas:
p
R = e_%fl Z c]fj
§=0
Behelyettesitve:
P ~opl ‘
(€ —1—j—=De& + Y (G +DE1I+1) +)ejng =0
j=0 j=0
E=l+p+1
n=10+p+1jeloléssel (p > 0 miatt n > 1+ 1)
pge 1

T 32m2e2h? n?

Altalanositott Laguerre-polinomok.
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4. hét

4.1. Fizikai allapot és dinamikaja. A Schrodinger-egyenlet
4.1.1. A dinamikai egyenlet

. A0
t=t s H = Zha
A h2
Id6tol fiiggd Schrodinger-egyenlet:
o -
4.1.2. Az allapotfiiggvény fizikai jelentése
Loy h?
Zha = —EAw + V(I’, Yy, Z)'lb
iy o = —ﬂdf DAY+ V(z,y,2)¢"Y
= —— (P AY — Y AY*
oo = o (0 A — vAY)

VA =AYt =TV VY =V VYT =V (VY — V)

Kontinuitasi egyenlet:

o™ ih o _
5 +V(@WV¢ —?/JV?/J])—O
p ="
j =5 WV =¥ VY
1
dp .
E—FVJ—O
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d
—— dV = ¢ jd
o Vp j’i” f

Ol >= oxlthy >
< Yjlhe >= s
¢ >= ch\% >
k
Valészintiség:
wy, = lexl” = | < Pelp > |
Varhato6 érték: B R
O0=> wor = <> o < Yyl >=< ¢|Of) >
k

k

D k> on < Uil >= ) |vn > odin = ol >
k k

4.1.3. Stacionarius allapotok
H|p; >= Ejly; >

() >= ety >

j
ihYy il >=HY el >=> Bl >
J J J
ZhCJ = EjCj
¢ = ¢ (0)e
() >=" ¢;(0)e 7!y, >

J
Stacionarius allapot: _
e H g >

Stacionarius allapotban a valdszintiségstiriiség allando:

[ = [35/*
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4.1.4. A Heisenberg-féle hatarozatlansagi osszefiiggések
Nem felcserélhet6 operdtoroknak nincs kozos sajatfiiggvény-rendszere. (pl. koordindta és impulzus,

impulzusmomentum x és y komponense)
Szorasnégyzet:

(A0) =Y " wy (or — 0)* =" < ¥l > (0, — 0)7 < tulth >=< 9| (O a O>2 >
3 k

~

[A,B] —

o)

~

A=A-4
B =B-
[@3j:m

wel]

(AA)? =< Y| A2 >=< Pu|th, >
|the >= A'|Yp >
(AB)? =< ¢| B2y >=< hy|thy >

[ >= B'|y >
Cauchy-Schwartz-Bunyakovszkij-féle egyenlotlenség:

< Paltha >< Yy > > |< althy >
|< Yalthy >|> =< Yulty >< p|tba >=< Y|A'B'|¢ >< |B'A'|p >
AR — % (4B + B i)+ (iB - BA))
BA = ((iB+BA) - (4B - BA))
< Y|A'B'|p >< Y|BA'|p >= i { << V| A'B' + B'A'|p >>2 — << V|A'B' — B'A'|4p >>2} > i << V|Cl >)2

Végiil tehat

Mivel



Axlp, > ’23

Heisenberg gondolatkisérlete: a mikroszkép felbontdsa a hasznalt fény hullamhosszanak nagysagrendjébe
esik, pontosabban e nyilasszogli fénynyalab esetén

A
Ar = ——
2 sin 5
Ekkor azonban a mért részecskén szordédo foton
€
~ 2—sin —
A 2

nagysagu impulzust ad at a részecskének, ekkora lesz tehat Ap,. Ezzel
AzxAp, =~ h

Az energia-id6 hatarozatlansagi relacié.

Bohr-Einstein-vita.

32. abra. Albert Einstein és Niels Bohr a briisszeli Solvay konferencian
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Gondolatkisérlet a dobozba zart sugarzassal.

33. abra. Az energia és id6 kozotti hatarozatlansagi relacié ,,megkeriilésére” Einstein altal javasolt
szerkezet (Bohr rajza)

A mutato helyzetének Ax pontossagi meghatarozasa

mértékl pontatlansagot okoz a doboz impulzusaban. Ha a mérlegelés idotartama 7', akkor a dobozra
hato erében ez

Ap h
AF =— >
T — 2T Ax
pontatlansdghoz vezet. Emiatt a tomeg mérése legfeljebb olyan Am pontossagu lehet, melyre
Amg = AF,
azaz 5
Am >
= 29T Ax
Az energia bizonytalansaga ezzel
hc?
AE = Amc® >
me = 29T Ax

Masrészrdl azonban az altalanos relativitaselmélet szerint Az nagysagi elmozdulas g nehézségi gyor-
suldshoz tartozé gravitdcids térben T'id6 alatt az 6ra olyan AT nagysédgu sietéséhez (vagy késéséhez,
az elmozdulds irdnyatdl fiiggéen) vezet, melyre

A

AT T.

c2
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Emiatt a hely mérésének hibdja és a mérés véges idotartama az id6 mérésében hibdhoz vezet. Az
eloz6 két Osszefliggésbol Ax -et kikiiszobolve kapjuk, hogy

h

>
AEZ o8 T

osszhangban az energia és id6 kozotti hatarozatlansagi relacioval.

4.1.5. A fizikai mennyiségek kozépértékének idobeli valtozasa. Az Ehrenfest-tétel

d - d A d d
96— <o >= (£<w|)0|w>+<w| \w>+<w0(aw>)
d
%O——<¢|H0W)>+<¢I |¢>——<¢|OH|¢> <1/J| |¢>+ < ¢|[H, 0] >
A koordinatara és az impulzusra alkalmazva:
e = L <yl >
i
d 7 .
— P = — H.$
P =5 <VIH,pllY >
Ha
NP V(i
1.7 = 57 ==
és )
[H,p] = [V(F),p] = ihVV(F) = —ihF(7)
ezzel
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4.1.6. Szabad tomegpont mozgasanak kvantummechanikai leirasa

frjuk fel a

Schrodinger-egyenlet megoldéasat négydimenzids Fourier-integrél alakjaban (az dltaldnossagot ez nem

csorbitja)!
) = / dw / dk, / dk, / dk.1p(w, k)eitikr

Az egyenletbe behelyettesitve

o0 9] [ee] o) thQ ~
/ dw/ dkm/ dky/ dk. (—thr 5 )zp(w,k) =0
—00 —0o0 —00 —00 2

Ez csak ugy teljesiilhet, ha
~ h2k?
k)xd|—hw
k) o8 (<m0

(az ardnyosséagi tényez6 k fliggvénye lehet) ezért az dltaldnos megoldas

o) e’} [e%¢) hk’zt .
Y = dk, dk, dk,f(k)exp | —i 5 + ikr
—00 —o0 —0o0 H

Ez sikhullamok szuperpozicidja.

27.2 2
2u 2u

Dirac-deltara normalt sikhullamok (ezek egyben staciondarius dllapotok, energia- és impulzus-sajatallapotok
is) koordindtareprezentacioban:

Val6ban,

Tovabba
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/d3r¢p(r)¢p/(’l°) =0*(p—p')

miatt

Itt 6°(p) = d(px)d(py)d(p2).
Matematikai kitéro:
Legyen f(x) valds fiiggvény, melyre
/ def(zx) =1
o1 T
ow) =l oo (z)

Ekkor
Barmely Dirac-deltara vonatkozé azonossagot ennek az oOsszefiiggésnek az alapjan lehet elvégezni.
2
VT =27 (k)

2 k2
) "1 = lime 12
la

Példa:
/ dre™™* = lim dxe® Te=" — lim dxe™ (o-izez
oo a—=0 J_ o a—0 J_ a—0
A hullamfiiggvény impulzusreprezentaciéban:
2r\? . /D pt
3 *
Ulp.t) =< vl >= [ drog(ryutr) - (g) £ (5)exp (—ﬁ)
2
.pt .pr
7 +1 7 )

/ d’pi(p,0) eXp( o

ol

ezzel
Y(r) = )

ha¢+ﬁw:0

Interferencia.
A kvantummechanika kapcsolata a klasszikus mechanikaval

4.1.7.
v Ot
2

Klasszikus hatareset: az a tavolsag, amin a potencial észrevehetoen megvaltozik, sokkal nagyobb a

hulldmhossznal (v.6. geometriai optika, eikonal-egyenlet)
. S(z,y,2,t)

1/] = A(l’,y, Z? t)ez h
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2

Itt A és S valos fiiggvények (amplitudé és fazis)
h h
(VS) + —AAS+ —VSVA - —AA +VA=0

AE)S L F h@A A
at 1 825 204 i
A valos és képzetes részeket szétvélasztva
88 1 h?
ANA =
875 (VS) oA +V =0

A 1
a—+ AASJr VSVA—O

ot
h — 0 esetén a Hamilton-J acobi—egyenletet kapjuk
A hullamfiiggvény szétfolyasa
Szabad mozgast végzo részecske
1 %t pr
t) = d? 0 —— i
T (%h)g/ pY(p, )eXp( ot h)
Legyen
1 r? por
0) = P
¥(r,0) (QWUQ)% exp( 402 T h )
Ekkor
_ 3 pry _ (20°\1 (p — pv)
»(p,0) = anh /d ri(r,0) exp( z7> = (W) exp< 2
és
-3 2i0%yw ) >
xp | — —
i h?
4 <a2 + 2%)

t)y=12 —
(r,t) ( i (O’+ S0
Kaotikus rendszerek a klasszikus mechanikaban: kettés inga, Szinaj-biliard, 16kdésott rotator
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5. hét

5.1. Az elektronspin nemrelativisztikus elmélete

A sajat impulzusmomentummal is rendelkezo elektron teljes impulzusmomentuma az L palya-pulzusmomentum

és az S spinmomentum Osszege.
5.1.1. Az impulzusmomentum sajatértékproblémajanak algebrai megoldasa
[jk, jl] = iheklmjm
[jk,fﬂ =0, JS=J+]+ ]
Legyenek a |7, m) normalt allapotok J, és J? kozos sajatallapotai.
J.1j,m) = J.(m) |, m)
J2|g.m) = J*(j) |3, m)

Legyen

és

JJ_=J_J.—hJ_, J.J_|jm) = (J.(m)—h)J_|j,m)

Ha J, | j,m) nem nulla, akkor J.(m) + A is sajatértéke J.-nek, ha pedig J_ | 7, m) nem nulla, akkor
J.(m) — h is sajatértéke J,-nek.
Azonban

(Wl (J2 = J2)|9) = (] (J2+ ) [¥) 2 0
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ezért |1) = |j,m) esetén
J2(j) = J.(m)?
Emiatt valamilyen m = m,,., esetén
j—i— |J: mmaz> =0
Hogyan lehetséges ez?
. 2 S ..
[T tiomd || = Goml JLIc 1om) = (Gml T |5, m)
= Goml (o= idy) (Ju+idy) L) = Goml (J2 4+ 32+ iCedy = Jody) ) L)
= Gom| (J2 = J2 = B) 1j,m) = J2(j) = J2(m) = hJ-(m)
Tehat X
Ji ’J7 mmaa:> =0 = JQ(j> - Jf(mmax) - hJZ<mmam) =0
Jz(mmax) mellett sajétértékek JZ(AmmM) — hy J.(Muaz) — 28, J.(Mynee) — 30 stb., a hozzdjuk

tartozé J_ |7, Mmae >, J21J Mmaz >, J>|J, Mumaz > stb. sajatallapotokkal.
Valamilyen k egész szamra azonban

J_Jk | 7, Mmaz) =0

kell hogy legyen, mert kiilonben J,-nek tetszolegesen nagy abszolit értéki sajatértékei lennének.

|

= (gom| (J2 = J2 4 RJL) |.m) = J2() = J2(m) + BJ.(m)

o 2 JTN IN
J g = Goml JLI-1Gm) = Gom] J -1 jom)

Tehat o
J_ T |G Mimaz) =0 = J2(5) = (Jo(Mimaz) — kB)* + B (J.(Mmas) — kh) = 0

Az el6bbi egyenlettel Gsszevetve

kh
Jz(mmax) 7
és e
2 _ v v 1 h2
26) =5 (5+1)
valamint P L
= =—— —+1... =
J.(m)=mh, m S s g

k

J? sajatallapotainak j indexét szokdsosan a 5 szdmmal azonositjuk.
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5.1.2.

Az elektronspin operatora és sajatérték-egyenlete

~  h(0 1
=51 0)




MS=_-1g
e
A 2z komponens sajatértékei
MS — QEh
z 2,“6

A teljes magneses momentum

M, = ME + MS = —Q‘J—e(m+ 2s.)
e

5.1.3. Impulzusnyomatékok o6sszeadasa: a teljes impulzusnyomaték
J=L+S8
L ¢s 8 kiillonbozé Hilbert-téren hatnak, ezért egymassal felcserélhetok.
[jk, jl] = ihEklmjm
A oA o ~ ~\ 2 ~ A A oA A A
[Jk,ﬁ} =0, J*= (L+S> =L*+S*+ L. S +L_S,
[ﬁk, zl] = ili€xim Lm
[ik, £2] —0
[gm gz} = ihegim Sm
15,52 =0
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Egymassal kolecsonosen felcserélheté operatorok:

vagy S
J., J*, L*, 57

Mindkét operdatorhalmaz sajatallapotai ugyanazt a Hilbert-teret feszitik ki.
Az els6 esetben a kozos sajatallapot-rendszer

|l7m78782’> - |l’m> ®’S782>

Ekkor R
L?|l,m,s,s,) =+ 1)A*|l,m,s,s,)
[:Z|l,m,s,sz> =mh|J, M, s)
S%|l,m,s,s.) = s(s+ 1)h*|1,m, s, s.)
S.|lm,s,s.) = s.h|J, M1, s)

Végiil J, sajatértéke MHA, ahol
M=m+s,

A palyamomentum esetén koordinatareprezentaciot, a spinmomentum esetén impulzusmomentum-

reprezentaciét hasznalva:
11
l7m7_7_ = }/zm(ﬁ’ 90)
22 0

|J, M, 1, s)

A masodik esetben a sajatallapotok

ami azt jelenti, hogy R
T ML s) = J( + DR |, M, 1, s)

J.|J, M, 1, sy = Mh|J, M,I,s)
L2|J, M1, s) =1(1L+1)h?|J, M,1, s)
S2|J, M, 1, s) = s(s+ 1)h*|J, M, 1, s)

Adott [ és s esetében mi lehet J értéke?
Ha M = -1 — s:
1L, =l,s,—s) =|J,=J,l,s) , J=Il+s

Ha M =—-l—-s+1:
|[l,—l+1,s,—s) és |[l,—,s,—s+1)
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ugyanazt az alteret feszitik ki, mint
|J,—J+1,1,s) ,ahol J=1+sés |J —Jl,s) ,ahol J=1+s—1

Ahogy M-et noveljiik, a lehetséges sajatallapotok szama mindaddig novekszik, mig M + 1 + s <
2min(l, s). Minden tjabb allapot djabb lehetséges J értéket jelent. A legkisebb lehetséges J ezek
szerint

Imin = 1+ s —2min(l,s) = |l — s

tehat J lehetséges értékei
J=|l—=s|,[l—s|+1,..,l+s

Valéban, az allapotok teljes szama

i 2J+1)=(20+1)(2s+1)
J=|l—s]|

5.1.4. Az elektromagneses térben mozgé elektron Hamilton-operatora

E elektromos és B magneses térben mozgo klasszikus tomegpontra a
F =q(E+vxB)

Lorentz-er6 hat. Ha bevezetjik az A vektorpotencialt és a ¢ skalarpotencialt a

B=VxA
és 9A
E=-V¢— —
¢ ot
osszefiiggésekkel, akkor a Hamilton-fliggvény (az energia a koordindtékkal és impulzusokkal kifejezve)
—gA)?
g Pt
24

Ennek mintdjara a kvantummechanikaban
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Mértéktranszformacio:

o
A — A+VE, ¢ — ¢_8_§

Toltott részecskének az elektromagneses térrel vald kélesénhatasa a mértékelméletek (v.6. stan-
dard modell) dltaldnos sémdja szerint is szarmaztathatoé:

e Adott egy anyagi rendszer egzakt globalis szimmetriaja. Jelen esetben ez a szimmetria a komp-
lex hullamfiiggvény fazisanak tetszéleges megvalasztasat jelenti.

w N weizs

e A globalis szimmetria lokalissd teheté (most § = d(r,t)), ha a derivaltakat mértékterek be-
vezetésével kovarianssa tessziik. A fazis derivaltjat a mértéktér mértéktranszformaciéja kom-
penzélja. Jelen esetben a mértéktér a négyespotencidl (a skaldrpotenciél és a vektorpotencial).

0

A _
V->V+QA, 5

0
=5 W
(Itt @ = —ig/h a q toltéssel ardnyos mennyiség.)
(V + QA) ¢ei6(r,t) _ (Vl/}) i0(rt) + @/Jeié(r’t)iV(;(’r, t) 4 QAQﬁei(s(r’t)

= (Vw +Q {A + éVd(r, t)} w) id(r)

o A mértéktér fizikai mezd. A lokalis szimmetria kovetelménye tehat egyértelmiien meghatarozza
a mértéktérrel valo kolecsonhatast.

A vagy B a fizikailag 1étez6 mez6? Az Aharonov-Bohm-effektus.
Interferencia két résen:

e Elektromagneses tér nélkiil az interferalé hullamok legyenek ) ill. 1)5. Kozelithetjiik ezeket
pl. sikhullAmmal:
wl — ezklr wQ — ezkgr
ahol k; és ks, nagysaga azonos, irdanya kiilonbo6zo.
e Bekapcsoljuk a magneses teret. Tegyiik fel, hogy a toltott részecske a tér nem egyszeresen

Osszefiiggd tartomanydban mozoghat ugy, hogy ott a magneses indukcié nulla. A kozbezart
tartomanyokban van magneses indukcid, ezért egy ilyen tartomény koriil integralva

j{Ads—/VxAdf_/Bdf;éO

Ez éppen a méagneses fluxus.
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e Midgneses tér jelenlétében v exp <z% f:{; Ads) ill. 1)y exp <z% frt) Ads) lesznek a megoldds. A
hullamok faziskilonbsége
%wa

Ahol B nullatol kiilonbozik, ott a részecske megtalalasi valoszintisége nulla. A magneses tér
jelenléte mégis mérhet6 valtozast okoz.
Fluxuskvantalas szupravezeto gytiriben: a szupravezetd belsejében mind az elektromos, mind a

magneses tér nulla. Emiatt a magneses tér bekapcsolasakor a faziskiilonbségek csak 27 egész szamu
tobbszorosével valtozhatnak:

értékkel megvaltozik.

%j{Ads = 2nw

(¢ = —2q. a Cooper-péarok toltése)
Fluxuskvantum:

h
2q.

(I)OI
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5.1.5. Az elektron allapotegyenlete. A Pauli-egyenlet

~ 1 q2 ~
H=_—p*— = (pA+ Ap) + —A?
5,0 g, (PA+ p)+2u +q¢
pA — Ap = —ihV A
Homogén magneses térben
1
A=-Bx
5 r
irhat6. Ekkor VA =0 és
H:iﬁQ—iB(rxﬁ)—kq—Q(er)QJrqug
20 21 8

= iﬁQ—iBﬁJrq—Q(B x )%+ qé
21 20 Su
SR e ~rL ¢ 2 2
H=_—p"—-BM"+ —(Bxr)" +q¢
21 3
A spinnel kapcsolatos magneses nyomatékkal egytitt:

N 1 ~ ~ 2 ~
H:—f)Q—B<ML+MS> +q—(B><fr)2+q¢
21 8
aAZaZ
H= in—iB (i+2$‘) +q—2(B x )2+ qo
20 21 8
Pauli-egyenlet:
ROV B2 (s oa q 2 .
————A\If——B(L 25)@ T (B xr)2U+q¢p0 =0
i ot 2u 2u * " 8pu ( V¥t
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Spin-palya kolcsonhatas:

Helyesen (Id. Dirac-egyenlet):

. n .. dé » - )
H:--A—iB(L+25)+ d £5L+§—N(er)2+q¢
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6. hét

6.1. Utkozések elmélete

A kolesonhatasokra vonatkozé tudasunk jelentds részben az egymaéssal 1itk6zo részecskék tanulmanyozasabol
ered. A szérodé részek szama és szog szerinti eloszlasa alapjan nagy pontossaggal ellendrizheték a
kolesonhatéasra tett feltevések.

Rutherford-széras

Részecskegyorsitok

35. abra. CERN, LEP. A gyorsitocs6 alagitja.
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6.1.1. A hataskeresztmetszet

6.1.2. A parcialis hullaAmok médszere
6.1.3. A kisenergiaju részecskék szérodasa
6.1.4. A Born-kozelités

Az E energidju potencidlszérast leiré Schrodinger-egyenlet:

Aw+;—g(E—V(r))’¢:O

AR =2E & U(r) = 271 jelolésekkel:

A+ (K =U(r) ¢ =0
Nagy energidn a potencidlis energia kicsi a teljes energidhoz képest, ezért U(r) hatédséat kis kor-
rekcionak tekintjiik. A korrekcidk nagysagrendjének szamon tartasara bevezetjik a A paramétert
(vO. perturbécidszamitas):
A+ (K= XU(r) v =0
¥ = e 4 Xy 4+ N2y + ...

Feltételezziik, hogy az egyenletnek A-ban analitikus megoldésa létezik, ha A € [0,1]. A fizikai meg-
oldast A = 1 helyettesitéssel kapjuk. A\ hatvanyait 0sszegytijtve adodik, hogy

(A+E) ™ + X[(A+E) by = U(r)e™] + X [(A+ k) v = U(r)tn] + ...
A\ egyiitthatéja:
(A+k)e™ =0,

ami teljesiil.
Al egyiitthatéja: A
(A +E?) py = U(r)e™

Ez a 9, fiiggvényre vonatkozd Helmholtz-egyenlet. A végtelenben eltiiné6 megoldasa:

ik|r—r'
1 3./€ | |

¢1 _ U(T’)eikzl

4w |r — /|

Helyezziik az origdt a szérécentrumba! Feltéve, hogy a potencidl rovid hatétavolsagi, az in-
tegralhoz csak az a tartomany ad lényeges jarulékot, ahol

7] < |r]
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Ekkor viszont

!/

, rr
r—r|~r— —
és
, , A
ezk|7‘—r\ gtkr !
T A ——exp | ih—
lr — 7/ r r
Masrészt
k2 = kr'
/
rr
k— = Kk'v'
T
12y
1 eikr

hr=—1

4 r

/dgfr' exp (i(k — k)Y U(r'")

6.1.5. Rezonancia-jelenségek a részecskék iitkozésénél

6.1.6. Alagut-jelenség
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7. hét

7.1. Perturbacidészamitas

Az idofiiggd vagy idofliggetlen Schrodinger-egyenlet gyakran nem oldhaté meg egzakt, analitikus
formaban. Emiatt nagy jelentGsége van a kozelité ill. numerikus megoldasi médszereknek. Az egyik
legelterjedtebb és legtobbszor alkalmazott kozelité megoldasi eljards a perturbaciészamitas (,,per-
turbdcié” ="kis zavar”). Ilyenkor a megoldandé feladat megoldasat valamilyen - lehetéleg attol csak
kevéssé kiilonbozé - masik, egzaktul megoldhaté probléma ismert megoldasabol kiindulva keressiik.
Ez a mdédszer sokszor hatékony, ha az ismert kiindulasi feladat és a megoldand¢ feladat megoldésai
hasonlé jellegliek. (Més esetekben el6fordul viszont, hogy a megolddsok jellege alapveten eltér.
Emiatt nem lehet pl. a kolcsonhatas perturbativ figyelembevételével eljutni a szabad elektronok
probléméjanak megoldasatdl a szupravezetés jelenségéig.)

7.1.1. 1dofiiggetlen perturbaciészamitas

Tegyiik fel pl., hogy ismerjiik a HO Hamilton-operator sajatérték-problémajanak teljes megoldasat,
azaz a

O |g0) = BO |60)
sajatérték-egyenletet kielégits B\ sajatértékeket és ’¢£?)> sajatallapotokat. Keressiik a H = H© +

H® Hamilton-operator F, sajatértékeit és |¢,) sajatallapotait. Bevezetjiik az e perturbécids pa-
ramétert és feltételezziik, hogy a H(¢) = H®+e¢H ™ Hamilton-operdtor sajatértékei és sajatfiiggvényei

e-ban analitikus médon mennek &t ES)-bél E,-be ill. ¢$P)>-bél |$,)-be, ha e 0-t6l 1-ig valtozik

(Iithatéan H(e = 0) = H© és H(e = 1) = H). Ekkor a
H(€) [6a(€)) = Ea(€) |dnle)

sajatérték-egyenlet mindkét oldalat az e perturbaciés paraméter szerint Taylor-sorba fejtjik és a
sorfejtés egyes rendjeiben a sajatérték és a sajatallapot sorfejtési egyiitthatoira adodd egyenleteket
sorra megoldjuk. FEzzel megkapjuk FE,(€)-t és |p,(€))-t € szerinti Taylor-sor formajaban, melybe
e = l-et helyettesitve kapjuk az eredeti sajatérték-feladat megoldasat. Ha a teljes Taylor-sort si-
keriil meghatarozni, és az konvergens az ¢ = 1 helyen, akkor a megoldas egzakt. Gyakorlatban
tobbnyire a sor egyes rendjeit vagy egyes tagok jarulékainak teljes sorat lehet meghatarozni, ezért a
perturbacioszamitas kozelité modszer.
A fent lefrtak alapjan kiszamitjuk a sajatértékek és a sajatéllapotok két elsé korrekcidjat.

E.(e)=)Y EVe =E" + EVe+ EPe + .
=0
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[pu(e)) =D € |60 = [6) +e|o)) + € o) +

(A + €Y (o) + ¢ o) + € o) + ) = (B + B+ BDE +.) (|612) + e o) +€ o) +.)
Nulladrend:
HO |60) = B | 00)
Els6 rend:
(O = EO) | o) = B [67) = A0 |o)
Masodrend:
(HO — EO) [6@) = ED [6®) + ED |¢D) — AD |¢0)
k-adrend:

(H® — EO) [P} = (alacsonyabb (0, 1, .., k-1) rendfi jarulékok)

A nulladrend megoldasat feltevés szerint ismerjiik. Tegyiik fel, hogy csak kotott allapotok vannak
és azok 1-re normaltak:

(o0 |69) =1

Az els6é rend megoldésa:

-lal szorozva a baloldalon nullat kapunk. Ez meghatérozza gy

OIPON

j # n). Feltéve, hogy EY E,SO), ebbol megkapjuk
J

e Az egyenletet balrdl <¢£LO)
értékét:

B = (o

e Az egyenletet balrdl <¢§,O) )

a <¢§O) 9257(11)> vetiiletet:
© ) (0)>
o0 [p) = B "
J n E(O) _ E7(10)

J

A <¢5B>

tényezo tetszéleges voltanak kovetkezménye), ezt nullanak valasztjuk. Ekkor az allapot norméja
els6 rendben valtozatlan.

¢£L1)> vetiiletet az egyenlet nem hatdrozza meg (ez a hatdrozatlansig a normaldsi
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o Mivel

¢§0)>—ok teljes rendszert alkotnak,
(]

o) = =2

o)

A magasabb rendek egyenleteinek megoldédsa soran ugyanezeket a lépéseket kovetjik. Ilyen médon
kapjuk az energiasajatérték méasodrendl korrekcidjara:

O 7@ | @\
&, ‘H ]¢n>]
@ _ ‘< J
En o Z E(O)—E,(lo)

J#n J

Az alapallapot esetén ez mindig negativ.

7.1.2. Idofiiggetlen perturbaciészamitas elfajulas esetén

Elfajulds (degeneracio): kiilonbozo sajatallapotokhoz tartozé sajatértékek egyenléek. Véletlen elfa-
julds és szimmetridval kapcsolatos elfajulas.

Legyenek az EV hoz tartozé (ortonormalt) elfajult allapotok ‘¢£L(2>—k, tehat
O 4 = 50 |40)

Természetesen a nulladrendii egyenletet a ‘ q57(102> allapotok barmely linearis kombinacidja is kielégiti.

A perturbaci6 (azaz H)) megsziintetheti a degeneraci6t, tehat a |¢,,) allapotokhoz kiilonb6z8 B, ;
energidk tartozhatnak. Ekkor az e — 0 hatéresetben az | ¢, ;(€)) dllapotok jél meghatarozott linearis
kombinaciokat valasztanak ki. Legyenek ezek

‘¢n,i(0)> = Z Q5

o))

Itt a;; unitér métrix, mérete az elfajult sajatértékhez tartozo linedrisan fiiggetlen allapotok szamdéval
egyenld. Az energiaszintek és energidk sorfejtése e szerint:

Eni(€) = BV + ElJe+ E)E + ...

| 6ni(€)) = [0ni(0)) +€

o) + €

o + .
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A sajatértékegyenlet e-ban elsé rendi korrekcidja:

(HO = BP) [64)) = EL1604(0)) = BV [60:(0))
Szorozzuk meg ezt balrdl a <¢£Loz‘ allapottal! Az egyenlet baloldala eltiinik, a jobboldalbdl pedig

> (o)
k

J7

¢1(103£> a = E)

n,i Qij

)

Léathatéan Eq(ll)

a gz)f{f} HO® d)ﬁ% matrix sajatértéke, a;; pedig (rogzitett i-re) a sajatvektora.
Hidrogénatom elektromos térben: a Stark-effektus

= p q?
2u  Amegr
Parités, linearis és nemlinearis Stark-effektus

- quZ

Stark splitting

Energy 1]

15
Electric field [Vm'']

36. abra. A linedris Stark-effektus. Johannes Stark (1874-1957)

7.1.3. 1dofiigg6 perturbacidészamitas

9 . X
ih# - (H<°> + HO (t)) |4)

Mint az idofiiggetlen esetben, ezuttal is bevezetjiik az € perturbacios paramétert és az
0 N .
m% = (H<°> + eH(l)(t)> |4))
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egyenlet megoldasat e szerint sorbafejtjiik:

1) = [$O) + |0 + .

Nulladrend:

) ¢(0)> .
m’T = H ")
Elso rend:

0 . .
G%ﬁ_ﬂ@)wm>zﬂmww§

Periodikus perturbacio:
o atiwt
() (1) Ke ha0<t<r
HE(®) { 0, hat<0,t>r71

Atmeneti valbszintiség:
2

Folytonos végallapotok esetén:
2
W(r) = % | K> 7 (B £ )

7.1.4. Elektromagneses sugarzas kolcsonhatiasa atomokkal

A\ 2
_ (p-d4)
=t g
21
Coulomb-mértékben (VA = 0):
52 2 2
g=t e e pp, U g2
21 Amegr 21
g0 _ D q
2u  Amegr
a0 — _% 4p
L

Elektromagneses hullam:

A = eA, COS(k’I" — wt) — 56140 (e—lkrezwt + ezkre—zwt>
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7.1.5. A torésmutaté kvantumelmélete
Emlékeztetd (klasszikus elektrodinamika):

OB
VxE-_22
% ot

VB =0
eOCQVxB:jk—i—aa—lt)
VD=p
D = ecyFE
D=¢E+P

P: polarizacié, a térfogategység dipélmomentuma

P = ¢y E
e=1+x
€ =n?
Atom dipélmomentuma:
d= aElok

1
Ey,=E+ —P
360

PszzNa(E—kLP)

360

Nao
P:—ME
" 3eo

Na

X = EONoz
" 3eo
n*—1 Na
n2+2 3¢
Han~1: N
n2:1—|——a
€o



ill.
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8. hét

8.1. A kvantummechanikai tobbtestprobléma. Atomok és molekulak
elmélete

8.1.1. Sok részecskébdl allé6 kvantummechanikai rendszer leirasa

U =17 (t, T1,Y15,215 -y TNy YN, ZN5 Sty ---5 SN)
ov N
th— = HWV
ot
H = Ek + Vv + U
Ey: kinetikus energia, V. potencidlis energia kiilsé térben, U: részecskék kozotti kolesonhatdsi
energia

~ h2
E; = o0
-1 122
0? 0? 0?
N =

k=1 1=1,l#k
N g2 N [N
— —2—MAZ+Z l(rl)+§z Z Uy (rk—'rl)
1=1 1=1 k=1 1=1,l#k
Idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet (v.6. staciondrius allapotok):
N g2 N TR
Do M Vi) 45> > Uulre—m)| v =By
= “H =1 k=1 I=1,£k

=1 (21, Y1, 21, TN, YN, ZN; S1, ..., SN ): energia-sajatéllapot.
A Hamilton-operator nem fiigg a spinvaltozoktdl, ezért az energia-sajatfiiggvény szorzat alaku:

U (L1, Y1, 21y ooy TNS YNy 2N STy -y SN) = P (21, Y1, 21,5 o0y TN, YN, 2N) X (81505 SN)
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ahol

8.1.2. Azonos részecskék és a Pauli-elv
§ = (T, Urs 2, Sk)
V(&) =V (&)
Uji (&.6) = U (&,&)
N 2 N k-1
I:I - Z (_%Al + V(&)) + Z Z (51@75])
=1 k=1 j=1

Azonos részecskék megkiilonboztethetetlenek:

e a hatarozatlansagi reldcié miatt nem lehet oket nyomon kovetni és igy kordbbi onmagukkal
azonositani, igy egyediségiik megsziinik

e czzel 0sszhangban semmilyen mérhet6 mennyiség varhato értéke ill. mért értékének valdszintisége
nem valtozik, ha két azonos részecskét a rendszerben felcseréliink.

e ¢z utébbi azt jelenti, hogy azonos részecskék rendszerének hullamfiiggvénye két részecske fel-
cserélésekor csak egy konstans, egységnyi abszoltt értéki K = e’ komplex szdmmal szorzédhat.

(J:lv" §l7£k7"'a§]\f) :K\Ij(xlv--'7€ka§l7"'7€N)
(xla"'afbfla"'agN) :K\Ij(xlv"wflafk?"'agN)

(.Tl,...,fl,fk,...,f]\[) IKZ\D(ZCl,...,fl,fk,...,£N>

Tehat
K’=1= K=+=1

Tehat azonos részecskék rendszerének hullamfliggvénye két részecske felcserélésekor vagy nem valtozik
(bozonok [foton, m-mezok, K-mezon stb.]),

(xlw";glvfk?"'vg]\f) :\Ij(ajla"'afk?gla"'agl\f}

vagy el6jelet valt (fermionok [elektron, proton, neutron, kvarkok, neutrinék stb.]).

(xl,---,fz,ﬁm---,fN) :—‘I’(il?1,~-->5k,fl,--->€N)

83



Azonos részecskék energiasajatallapotai kolesonhatasmentes esetben (perturbédciészamitds nulla-
dik kozelitése, ha a részecskék kolesonhatdsat perturbaciénak tekinthetjiik):

N
HO — Zﬁ(o)(l)
=1
Itt H(I) az l-edik részecske Hamilton-operatora:

R h2
HOW) = —5 M+ V(G)

Ha
HO(1) (&) = Ern(&)
akkor
H‘(D)w = Ey
megoldasa:
¥ = 0k, (§1) P, (E2) - - - Prey (E)
és

E=Ej +Ey+...+ Ey,

Ugyanehhez a sajatértékhez tartozik a
Ory (€2)Pry (§1) - - - Py (En)
sajatfiiggvény is, vagy altalaban
Drr (§2)Phz (52 - - - Proy (i)

ahol ji, o, ...,y az 1,2,..., N szamok permutéaciéja.
Szimmetrikus hullamfiiggvény (bozonok):

Y= Z ¢k’1 (€j1 )¢k2 (gjz) < ¢k1\7 (€jN)

J15J255JN

Antiszimmetrikus hulldmfiiggvény (fermionok):

= Z (_1)P¢k1 (§j1>¢k2(€j2) S Qka (szv>

J15325+-2JN
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Itt P a permutécié parossdga (hany par cseréjével lehet az adott ji, jo,...,Jn permutéciét az
1,2,..., N sorrendbél megkapni). Ez éppen a determinans definiciéja.
Slater-determindns (normaldsi tényezével):

O (1) Ok (&2) - O (EN)
L ¢k2 (51) Qb]@ (52) s ¢k2 (§N)
VN! : : :

Py (&1) Drn(§2) oo Py (Ew)

U=

37. abra. John Clark Slater (1900-1976)

8.1.3. A héliumatom
. h2 2 2 h2 2 2 2
. q Ay — d. i qe
21 Amegry 24 dmegry  4Amegrin

Az energia-sajatértékek és sajatfiiggvények meghatarozasa perturbdcidszamitassal:

fI(O):—h—QA— 2q? _h_QA 2q;
2,u ! 471'607”1 Q,u 2 477'607’2

2
O —
47T€0T12

Nulladrend megoldas:

g0 — i ¢k1 (51) gbkl (52) —_ L

\/§ ¢k2 (61) Cbkz (62) \/§ <¢k1 (£1>¢k2 (£2) - ¢k2 (£1>¢k1 (52))
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8.1.4. Kozelit6 mddszerek atomok és molekuldk energiaszintjeinek kiszamitasara

Variacios eljaras
Ha | W) tetszéleges normalt dllapot és Ey az alapallapot enegidja (legkisebb energiasajatérték),
akkor

(W] H V) > B,
Ha ui. |U)-t a |®,) energiasajatallapotok szerint kifejtjiik,

o0
=D cul®)
n=0
és ezzel

(U| H|T) Zchk ()] H| i) =D Y cerEid =Y |e|’E; > Y |e;|’Ey = E
Jj k J J

Ha tehat a | ¥) dllapotra feltételeziink valamilyen, szabad paramétereket tartalmazé koordinatareprezentaciébeli
fiiggvényalakot (Ansatz-ot), és a paraméterek fiiggvényében minimalizéljuk az energia varhaté értékét

ebben az allapotban, akkor az alapéllapoti energia ill. az alapallapoti hullamfiiggvény egy kozelitéséhez

jutunk (Ritz-féle varidciés médszer).

38. dbra. Walter Ritz (1878-1909). A Ritz-féle variaciés mddszer mellett az 6 nevét érzi a hidrogén
spektrumvonalait megadd Rydberg-Ritz-formula is.
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Hartree-Fock-kozelités

A variaciés modszert alkalmazhatjuk més mddon is: fliggetlenrészecske-hullamfiiggvényt irunk
fel (Slater-determinéns), melyben az egyrészecske-hullamfiiggvényeket az energia varhaté értékének
minimumabdl hatarozzuk meg.

39. dbra. Douglas Rayner Hartree (1897-1958) és Vlagyimir Alekszandrovics Fok (1898-1974)

Thomas-Fermi eljaras
Az elektronok eloszldsa (az atommaggal egyiitt) effektiv elektromos potencidlteret kelt. Ebben
az effektiv térben az elektronok eloszldsat kvaziklasszikus kozelités alapjan hatdarozzuk meg.

40. abra. Llewellyn Hilleth Thomas (1903-1992) és Enrico Fermi (1901-1954)

Modern statisztikus médszer (f6leg szilardtestfizikiban): a pszeudopotencidlok mdédszere (Hohenberg-
Kohn-tételek, Kohn-Sham mddszer, lokalis stiriiség kozelités).

8.1.5. Molekulak. A Born-Oppenheimer-kozelités

Born-Oppenheimer-kozelités: sorfejtés az n = (%)1/4 paraméter szerint. Elektronok energidja mar

nulladrendben is jarulékot ad, a rezgési energia n’-tel, a forgasi energia n*-nel ardnyos.
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41. abra. Max Born (1882-1970) és Robert Oppenheimer (1904-1967)

N, szamu elektron és N,, szamu atommag alkotta molekula esetén

ﬁ:ﬁo—Fﬁl
H :i_ Zezm nqe +ZZ %nz_l ZnZlqz
0 — 47T60|’r - R, i 1471'60 |’r — 7| = dmeg | R, — Ry|
N g2
Hl_nz:;_ZMn R.

Idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet:
HU(R,r)= EV(R,7)

A Born-Oppenheimer kozelités nulladrendjében az energia-sajatfiiggvények alakja
U(R,r)=P(R)p(R,T)

ahol )
Hod(R,T) = e(R)o(R,T)

(1311 n e(R)) ®(R) = E®(R)
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8.1.6. A hidrogén-molekula-ion (H,")

42. abra. Téavolsagok jelolése a hidrogén-molekula-ionban. A B: atommagok, 1: elektron

_ﬂ ! 4ATeq

A h? 2 1 1 1
Hy= -y — { ]
A1 B1 R

Molekulapélyak: itt a kétcentrumii vonzo potencialban torténé mozgasnak megfelelé energia-

sajatallapotok (egzakt analitikus megoldés 1étezik).
Molekulapalyak kozelitése atomi palyédk linearis kombinacidjaval (LCAO-médszer):

d(R, 1) = C (pr00(r1 — Ra) + kd100(r1 — Rp)) = C (d100(7a1) + kdr00(rB1))

Itt C' = C(k) normalé faktor, k pedig varidcids paraméter.

C? [1 + k% + Qk/d3"‘1¢100(7“A1)¢100(7“B1)] =1

Az energia varhaté értéke:

2 2
2 de 2 2 3 2 . 1
H, = — 1 Eipo— | d —
(o] Ho o) ireoR +C [( + k%) ( 100 / 7“1¢1oo(7“A1)47r60 7"31)
21
+2k (Emo/d3T1¢100(7“A1)¢100(7"Bl) —/0537“1¢100(7",411)@5100(7’31)4qe —)}
T€o T'B1
4
ng,
Eipo = ——F5—
100 32m2e3h?
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Minimalizélas k fiiggvényében:

d .
— (¢| H, 1—k?
(0] 1y |0) o (1- )
tehat k = 1 vagy k = —1. Az el6bbi felel meg a minimumnak. Ekkor az elektron valészintiségeloszlasa

(R, 7’)|2 x QﬁOO(TAl) + Qﬁoo(rm) + 2¢100(ra1)P100(751)

ami pozitiv marad az atommagok kozott (koté molekulapédlya), mig k = —1 esetén a felezdsikban a
valésziniiségeloszlas nulla (nem k6té molekulapdlya).

2

«(R) = (6l Holo) =7

(EIOO - fdgrlﬁb%oo(TAl)%L) + (Eloofd37°1¢100(7’,41)¢100(7”31) - fd37”1¢100(7“,41)¢100(7“31) fe 1 )

_|_

o~ 4meq a
1+ [ d3ri¢i00(ra1)Pio0(rs1)

Minimum létezése a magtavolsag fiiggvényében.
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8.1.7. A hidrogén-molekula

2
2,u 2,LL 47T€0 T A1 T A2 Bl B2 T12 R

Itt az atommagok R tavolsaga csak paraméterként szerepel. A & valtozé az elektron-koordinaték és
spinvaltozok osszefoglald jelolése. Mivel a Hy Hamilton-operator spinfiiggetlen,

O(R,§) = ¢ (R, 7)x(s1,52)

Kozelitsiikk ¢(R, &)-t az elébbi kozelité molekulapdlydkbdl felépitett Slater-determindnssal! (C' ismét
norméldsi tényezo)

_ (P100(Ta1) + P100(rB1)) a(s1)  (Pr00(ra2) + P100(rB2)) (s2)
oR,E)=C (d100(a1) + P100(rB1)) B(51)  (¢100(Ta2) + Pr00(rB2)) B(S2)

= C'[p100(1a1) + $100(781)] [P100(742) + P100(7B2)] [e(51)B(52) — e 52)B(51)]

¢(R) = (¢| Ho |9)

itt is minimumot ad a magtavolsag fliggvényében.
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8.1.8. A kémiai kotés és a vegyérték

A vegyérték az egyazon koté molekulapalyan helyet foglalé spinszingletet alkoté elektronparnak felel
meg.
Molekulaszerkezeti szamolasok: varidciés modszer pl. Gauss-fliggvények linearis kombinacidjaval.

8.1.9. A van der Waals-er6k

A
(nemrelativisztikus van der Waals erd) ill.
B

(relativisztikus van der Waals erd, v.6. Casimir-effektus)

Hy=Hjs+ Hp + H'

. h2 2 1
Hy=——~A; — -
20 4men T a1
. h2 2 1
Hp = ——/Ay— 2e
21 4men rpo

V(R) = ¢(R)

Az e(R) alapallapoti energia meghatarozdsat perturbécidszamitdssal végezzik.
Nulladrend:

¢£1,0) = qullml (TA1)¢”2l2m2 (TBQ)
€<R)$‘?) = En1l1m1 + E”2l2m2

E(R)[()O) = 2E100

Ekkor
Ta2 R TR R T2 R R > 141,782
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Ezért H'-t sorbafejtjiik r 41 és rpo szerint:

2
3 q: 3(raiR) (rp2R)
H = g [Taims — R
Ha R z irdanyu:
2
= 47reeR3 (4122 + Ya1yp2 — 241282]
0
Els6 rend:
6<R)(1) _ <¢(0)‘ H }¢(0)> -0
Miésodrend:
A
T RS

44. dbra. Johannes Diderik van der Waals (1837-1923)
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9. hét

9.1. Relativisztikus kvantummechanika. A Dirac-egyenlet

45. dbra. Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) és Albert Einstein (1879-1955)

9.1.1. A specidlis relativitaselmélet formalizmusa

Ha a K inerciarendszerben két esemény idokiilonbsége ¢, helyvektoraik kiilonbsége r, a K’ inercia-
rendszerben pedig ugyanezen két esemény idékiilonbsége t/, helyvektoraik kiilonbsége 7/, akkor

2t2 2t/2 _ ,,../2

At —ri=c
Az s? = 2?2 — r? {vhossz invaridns mennyiség. A két inerciarendszerbeli tér- és idékoordindtékat a
Lorentz-transzforméacié kapcsolja 6ssze (éltalanos értelemben Lorentz-(vagy Poincaré)-transzformécié
a koordinatdk minden olyan linedris transzformacidja, amely az ivhosszat megérzi).

Metrikus tenzor:

52 — gika:zxk

xz- =ct, a:lza:, :1:2:y, 3 =z
1 0 0 0
o 0 -1 0 0
9 =10 0o -1 o0
0 0 0 -1
Lorentz-transzformacio:
= Aijxj



Einstein-féle némaindex-konvencié: kétszer elofordulé indexekre automatikusan Osszegzés értendo,

azaz A;B' = Z?:o A, B

52 — gikxlixlk — gikAijAkl«zjl — gjﬂ?jl’l
git = g\ ;A%
Matrixjeloléssel:
g=A"gA

Kontravarians és kovaridans négyesvektorok:

Kontravaridns négyesvektor komponensei (index fent) igy transzformalédnak (K-rél K’-re dttérve),
mint az 2’ téridé-komponensek:

ox't . o
_ XY
= o Al =N A

Kovaridns négyesvektor komponensei (index lent) gy transzformalédnak (K-rél K’-re attérve),
ahogy a skalarterek négyesgradiense:

A/i

8(13_8(130xj_6<1> 1N —1Tja_q)_ —1J'8_(I)_.klj8_<I>
or't  Oxd Oz Oxd (A ) i (A )z Oxi (g g )z ori gikAg ord
gtk = (g—1)lk
Ay = (gAg_l)z] 4;
Az = gzk’Ak
Al = g'LkAk

9.1.2. Az elektron relativisztikus kvantummechanikai leirasa: Dirac-egyenlet
A relativitaselméletben az impulzus és az energia négyesvektort alkotnak:

E
==, p=p., pPP=p,, D=0

i E®
gixp'p" = 2 p’ = e
A kvantumelméletben a fizikai mennyiségeknek operatorok felelnek meg, koordinatareprezentdaciéban

.0
pk:m%
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ill. 5
sk kj il
p gt O

Ezzel a Schrodinger-egyenlet relativisztikus megfelel6je a Klein-Gordon- (vagy Schrodinger-Gordon-)
egyenlet volna:

A Schrodinger-egyenlet szerint 1étezik megmaradé valészintiségstirtiség (|¥]?). A Klein-Gordon-
egyenlet esetén is van megmaradé mennyiség, de az nem pozitiv definit, igy nem értelmezhetd

_ih \Ij*(?_\lf o
P= 2412 ot ot

A probléma oka, hogy az egyenlet masodrendii (mig a Schrodinger-egyenlet az id6 szerint csak
elsé derivaltat tartalmaz).

Tovabbi nehézségek: a spin relativisztikus értelmezése problematikus, hibds finomszerkezet adédik
a hidrogén spektrumara.

Megoldés: tér és ido szerinti elso derivaltakat tartalmazé egyenlet, amelynek Hamilton-operatora
a Klein-Gordon-egyenletbeli operator négyzetgyoke:

iy _
ot

H = \/12c* — 22\

Ahhoz, hogy a gyokvonas eredménye elso derivéaltak linearis kombinacidja legyen, négykomponensi
hullamfiiggvény bevezetése sziikséges. Ekkor ugyanis H matrix a komponensekre nézve, a gyokjel
alatt szintén operatorok matrixa szerepel, ekkor pedig a gyokvonas végrehajthato.

2 X 2-es matrixokra példa:

valdszintiségstiriiségként:

V(@ + b2+ )1 = aoy + boy, + co,

ahol oy, oy, 0, a Pauli-féle spinmatrixok:



Antikommutator:
{O'j, O'k} = 00k + Ox0j = 25]]4:1

=a’uc® + ZaJ (—zhc—)
Itt af, al, a?, a® 4 x 4-es matrixok, melyekre telJesul, hogy
{aj, ak} = 2051

I[lyen tulajdonsagi hermitikus matrixok csakugyan léteznek, pl.

0
1
0
0
01l 0 0
L (ox 0N [10] 0 o0
=\ 0 o) |00 0 =1
00/—-1 0
0 —i| 0 0
(o o\ | i 0/ 00
0 —o, 0 0] 0 i
0 0|—i 0
1 0|l 00
s (o, 0Y [0 -1 00
“=\V 0 -0,) |0 0[=1 0
0 0| 01

Tetszoleges 4 x 4-es unitér U matrixszal végzett hasonldsagi transzformacié az antikommutatort
megorzi, ezért
ot = U UT
is hasznalhaté a fenti ad-k helyett.
Dirac-egyenlet:

U
@ha— =

v
ot

a®uc? + Z o’ (—zhc%)
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Masképpen:

OV : OV
iha®— + zhz aooc’@ = pc¥
j=1

Oct
Legyen
0
0 1 0
o_ 0 __ _

7‘“‘(10)_1

0
00| 0 —1
1 0.1 __ O—O'X_OO—l 0
7= —\ oy 0o/)"1l 01l 0 0
10/ 0 0
0 0| 0 i
0 —0o 0 0|—i 0

2_ . 0_2 y |
T oo (ay 0)_ 0 —i| 00
i 0] 00
0 0]-10
0 —0o 0 0| 01
3_ 0.3 z \

T oo (az o)_ 1 0] 00
0 —1| 0 0

Ekkor a Dirac-egyenlet alakja

vagyis

ill.

ahol

Mindezekben a képletekben



Vigyazat, W nem négyesvektor (mésképp transzformalédik)!
A Dirac-féle gamma-matrixok tulajdonsagai:

YA} =24"1
A haszndlt metrika-konvencié mellett 4° hermitikus (6nadjungdlt), mig v, 42, 4% antihermitikus
(adjungalaskor eldjelet valt). (megjegyzés: H hermitikus)
Tetszoleges 4 x 4-es unitér U matrixszal végzett hasonldsdgi transzformacié az antikommutatort
megorzi, ezért
'Y,j — Uq/jUT

is hasznalhaté a fenti ~3-k helyett.
Az allapotvektor adjungaltja:

uh = ( Vit r,y,2) Vit x,y,2) Vit w,y,2) Vit z,y,2) )
Az allapotvektor Dirac-konjugaltja:

U =00 = ( Uit x,y,2) Vi(t,x,y,2) Vi(t,z,y,2) Vit z,y,z) )

. OV
Zh’)/‘]% = ,LLC\IJ

ovt ot
I il | R T
ih =Y e

ot
—iho— '7”70 = et~

8\11
oxi

==Y = pevy°

37 _
—zha—'y = pucw
oxJ

55 (TPT) =0

Kontinuitési egyenlet (megmaradasi tétel kovetkezik beldle):

dp
6t+v3_0
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Valdszintiségstirtiség (pozitiv definit):

4
p=T7U = U0 =0lw =3 |v,[’
n=1

//////

FF=T4%T k£ =1,2,3

9.1.3. Szabad részecske mozgasa a Dirac-egyenlet alapjan

z irdnyban mozgo elektronra:

Uy
Uy p.z Et
U = e
s exp (z s )
Uy
Itt u;-k konstansok. A Dirac-egyenlet ekkor:
Uq U1
E o 3 Uz _ Uz
( PR e ) 7 He us
Uy Uy
vagy nullara redukalva:
Uy
E
(—70 —py* - ucl) "2 =0
c us3
Uy
—HC 0 % — Pz 0 U1
0 —lc 0 % + p. U
Etp. 0| —uc 0 u3
0 % — P 0 —uc Uy

Atrendezve:
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I A 0 0 Uy
% + P2 —c 0 0 us | _
0 0 — e % + p, Us
0 0 % — D, —uc Uy
A megoldhatésag feltétele a matrix determinansanak elttinése:
—HC % — Dz 0 0
% + D —HC 0 01 [ 22 E? 2 ’ -0
0 0 —pe Z4p. | e =@ tr) =

0 0 % — P —uc

Ez tehat éppen a relativisztikus
E? — p2c? = pi2ct
osszefliggés fenndllasakor teljesiil.
Két linearisan fiiggetlen megoldas 1étezik:

1) _ e P D_1 D_g ,D_p
Uy e Uz Uy Uy
azaz
%_pz
pe
u® — 0
1
0
és
£_ Y&
Y N R R B
Jite
azaz,
0
1
u® = 0
%_pz
ue
Ep
Kis sebességek esetén e =1-2

Negativ energids megolddsok = pozitron (betdltott negativ energidji allapotok terében ,lyuk”
azaz lires dllapot)
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9.1.4. A Dirac-egyenlet szimmetriai

Tetsz6leges kis téridbeli forgatds (Lorentz-transzformacio):
o Aijxj
A=1+X
o =t + N ad
g=A"gA = ANg+gA=0= (g))" = —gA
Ekkor a négykomponenstii ¥ allapotvektor is transzformalodik:
V' =V + WU

Itt W egyelore ismeretlen, infinitezimalisan kis komponensekkel rendelkezé 4 x 4-es matrix. A kova-
riancia kovetelményébol hatarozzuk meg:

/

owi 1

!/

iy

(0 0
iy (%_%)\’“j) 1+W)U =pc(1+W)V

(1 —W)ih (v = N 4%) 1+ W)U = pcl

907 |
Ebbél '

YW — Wol = N 4
esetén kovetkezik, hogy

oA
1A _
vhry 5 = ucV¥
1 1
:_)\TsrsE_r)\lrs
W A Y 49l5'7'7

1
\I// =V + Z)\TSVI"YS\D

B 1 _ 1 — 1 .
U =T + \IITZ)\TSVSHFHO =V + \IJH"Z)\,,SVSWT =V -0y =T - TW
VAW =0 (1 - W)y (1+ W)U =Uy0 + U (YW - W) U
VA0 = U0 + N, Ty T
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WU skaldr, Uyy% W kétindexes tenzor.

B = Omylm2B

W~5W pszeudoskalar, Uy>~3W pszeudovektor. Tértiikrozési szimmetria:

x/OZxO x/l__xl CC/2——ZC2 :Clg——LES
/
. H /
thy! — =
Y Ol H
U =~

9.1.5. Az elektron sajat impulzusmomentuma (spinje)
A hullamfiiggvény megvaltozas infinitezimalis elforgatdskor:

i

() - () = 1 (iz + s) SOV ()

Altaldban B
S = §€jkl’7k’71

9.1.6. Toltott részecske elektromagneses térben

Pj = Dj — A
o 0 iqe
ihry e + EAj U = pc

9.1.7. Az elektron magneses nyomatéka
9.1.8. A hidrogénatom energia-sajatértékei a Dirac-egyenlet alapjan

9.1.9. Spin-palya kolcsonhatas
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10. hét

10.1. Az elektromagneses tér kvantumelmélete
10.1.1. A sugarzasi tér alapegyenletei kanonikus alakban
10.1.2. A sugarzasi tér kvantalasa

10.1.3. Az elektromagneses sugarzasi tér vakuum-ingadozasa
10.1.4. Az elektromagneses sugarzas kolcsonhatasa atomokkal

10.1.5. A szinképvonalak természetes szélessége
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11.

11.1.

11.1.1.
11.1.2.
11.1.3.
11.1.4.
11.1.5.

hét
Palyaintegralok
A legkisebb hatas elve a klasszikus mechanikaban
Atmeneti valészintiségi amplitudok
Palyaintegral
Klasszikus hatareset nyeregpont-modszerrel

Palyaintegralok a kvantumtérelméletben
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12. hét

12.1. A mérés szerepe a kvantummechanikaban. A koppenhagai értelmezés.
Kvantumparadoxonok. Dekoherencia.

12.1.1. A kvantummechanikai mérés posztulatumai és a koppenhagai értelmezés
12.1.2. Leirhaté-e kvantummechanikailag a mérési folyamat?

12.1.3. Az Einstein-Podolsky-Rosen-paradoxon

12.1.4. A Bell-egyenl6tlenség

12.1.5. Schrodinger macskaja: érvényes-e a szuperpozicié elve makroszkopikus rend-
szerekre?

12.1.6. Részrendszerek és a slirliségmatrix
12.1.7. A Caldeira-Leggett-modell
12.1.8. Dekoherencia
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13. hét

13.1. A kvantummechanika modern alkalmazasi teriuletei

lézerek, kvantumoptika, szilardtestek savszerkezete, kvantumfolyadékok

13.1.1.
13.1.2.
13.1.3.
13.1.4.
13.1.5.
13.1.6.
13.1.7.
13.1.8.
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