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1. hét

1.1. Bevezetés. A kvantumelmélet jelentosége és eredményei.

A modern fizika alapja. Atomfizika, szildrdtestfizika (anyagtudomény, lézer, tranzisztor, integralt
aramkor, informatika, nanostruktirdk), kvantumkémia (gydgyszerkutatds, vegyipar), molekularis
biol6gia (sejtmiikodés, fehérjék, DNS, géntechnolégia), magfizika (atombomba, atomerémi, fuzids
reaktor, csillagok energiatermelése), részecskefizika (az anyag ma ismert legelemibb szerkezete, stan-
dard modell, részecskegyorsitok, kozmoldgia és asztrofizika).

1.2. A kvantumelmélet el6zményei
1.2.1. Az anyag atomos szerkezete

Dalton térvénye (t6bbszords sulyviszonyok torvénye).
Faraday torvényei:

1 QM

1. dbra. John Dalton (1766-1844) és Michael Faraday (1791-1867)



Kinetikus gézelmélet. A molekuldk méretének és az Avogadro-szdmnak a meghatarozasa (Losch-
midt, 1865, Maxwell, 1870):
Gézok diffizios egyiitthatoinak mérésébol meghatarozhatd az [ szabad tthossz. A kinetikus

8RT
M’

atlagos sebessége, R = 8.31.J/(mol K) az egyetemes gézallandé, T' az abszolit homérséklet, M a
molekulasuly. A szabad uthosszra

gazelmélet szerint ugyanis a diffiziés allandé D = (1/3)lvy = (1/3)l ahol vy a molekula

o L
OCnA

érvényes, ahol A = wa? a molekula keresztmetszete (a a molekula sugara), n a térfogategységben
levé molekuldk szama. Ha a gazt cseppfolyositjak, meghatarozhatd, hogy ugyanennyi 6ssztomegi
molekula mekkora teret tolt ki: szoros illeszkedést feltéve V;/V, o< na® o a/l. Ebbdl a o< (V;/V,) L,
az Avogadro-szam pedig Na = nV,0 < (Voo /12) (V5 / V)2

2. dbra. Johann Joseph Loschmidt (1821-1895) és James Clerk Maxwell (1831-1879)

Statisztikus mechanika. A termodinamika torvényeinek levezetése a molekulakra alkalmazott
klasszikus mechanika alapjan.



3. dbra. Ludwig Eduard Boltzmann (1844-1906)

A molekulédk létezésének bizonyitéka: Brown mozgéds. Einstein-Smoluchowski-elmélet. Perrin
kisérletei.

A virdgporszem mozgasat a vizmolekulak rendszertelen iitkozései okozzék: ez a diffizié mecha-
nizmusa. A fizikai kép helyességét a belole kovetkez6 mennyiségi Osszefiiggések kisérleti ellenorzése

bizonyitja.
Diffuzié: részecske-szamstirtiség: n ill. tartézkodési valosziniiség (egy részecske esetén): P
részecske-aramsiirtiség: j = —DVn ill. val6szin(iségi dramstirtiség: j = —DVP (D: diffuzids
allando)

diffuziés egyenlet (a részecskeszdm megmaradasat kifejezé kontinuitasi-egyenlet):

on . oP

alapmegoldas d dimenziéban (d = 2 vagy d = 3):
,,,2
exp (—m>
~ (4nDt)d/?

P a kezdetben az origéban elhelyezett részecske tartozkoddsi valdszintiségét adja meg t > 0
idopontban. Ennek segitségével a négyzetes szérés

<r?>= / r2P(r)d®r = 2dDt
A viradgporszem mozgasegyenlete:

mi = —6mnRr + F(t)



R a viragporszem sugara, n a viz viszkozitdsa, F(t) a molekuldk {itkdzésébol szarmazoé rendszerte-
leniil valtozo nagysagu és irdnyu erd. Szorozzuk meg az egyenletet skalarisan az r helyvektorral, és
atlagoljuk az eredményt valamilyen, az litkdzések kozt eltelt idohoz képest nagy 7 idotartamra! Az
id8 szerinti dtlagolds definicidja f = (1/7) f; f(t)dt.
Kapjuk:
mri = —6mnRrt + rF

Felhasznaljuk, hogy ri = 4 (rr) — 1? és 1t = 1472 Az adédik az egyenletbdl, hogy

—mr? = —3mR—
-

A statisztikus mechanika szerint T' abszolit hémérsékletii kornyezetben levd rendszer egy F
energidji mikrodllapota oc e F/*#87T) valszintiséggel fordul els. Ebbdl kovetkezik az ekviparticid
tétele: termodinamikai egyensilyban T hoémérsékleten az energia kifejezésében elofordulé minden
négyzetes tag atlagértéke (1/2)kpT. Ennek alapjan (1/2)mi? = (d/2)kgT, amibél

kT

2=2d
" 67?77RT

A korabbi kifejezéssel 6sszehasonlitva leolvashaté a diffuziés allandé:

kT

~ 6mmR

4. &bra. Albert Einstein (1879-1955), Marian Smoluchowski (1872-1917) és Jean Baptiste Perrin
(1870-1942)



1.2.2. Az elektron

Az elektron felfedezése és fajlagos toltésének meghatarozasa (Thomson-kisérlet, 1897).

C_ 1moxiond
m kg

Az elektronok v sebessége a B anddtdl jobbra elhelyezked6 térrészben allandd. Az O-E lemezekre

+

5. dbra. A Thomson-kisérlet vazlata és Joseph John Thomson (1856-1940)

fesziiltséget kapcsolunk, ezzel E elektromos tér jon létre a lemezek kozott. Ezzel egyidejlileg a se-
bességre és az elektromos térerdsségre egyarant merolegesen B magneses indukcioji méagneses teret
kapcsolunk be, majd a B indukci6 értékét ugy allitjuk be, hogy a quB Lorentz-erd és a qF elektro-
motoros er$ éppen kiegyenlitse egymadst (a fluoreszkalé erny6n az elektronsugar ilyenkor nem mutat
kitérést). Az erék egyenl6ségébdl az elektronok sebessége meghatarozhaté:

V= —

B

Ezutdn a magneses teret kikapcsoljuk. Ha a lemezek szélessége [, akkor az elektronok t = [/v id6
alatt repiilnek at kozottik, és ezalatt

keresztiranyu sebességre tesznek szert, igy az elektronok a cso tengelyével olyan © szoget bezard
iranyban repiilnek tovabb, melyre
v, qEl  qB*I

tg® = — = = ——
& v mv: m F




//////

tg® meghatarozhato, igy végiil
q Etgo

m B2

Mivel elektromégneses térben az elektron mozgasegyenlete
mi=q(E+1xB),

nyilvdnvald, hogy a pdlya alapjan csak a g/m ardny hatdrozhaté meg, kiilon a toltés és a tomeg nem.
Maés lesz a helyzet, ha nem elektromégneses erdk is hatnak (Id. Millikan-kisérlet).



Az elektron toltésének meghatdrozasa (Millikan-kisérlet, 1913).

e=—1.602 x 107*°C

cover

&—

Ly oil
- |spray microscope
several thousand g ek t Ty
Volts b % R |,__.!

— uniform electric field

6. abra. A Millikan-kisérlet vézlata és Robert Millikan (1868-1953)

mr = —6mnRr + mg + qE

(m az olajcsepp tomege, R a sugara, n a levegé viszkozitdsa, g a nehézségi gyorsulds, ¢ a toltés, E
az elektromos térerésség)
A sebesség gyorsan allandéva valik (ekkor ¥ = 0), és

. q m
= E
' 6™ R * 6™ R

g

Tehat a sebességet az elektromos térerdsség fliggvényében megmérve egyenest kapunk, melynek me-
redekségébol az olajcsepp ¢ toltése meghatarozhaté. Millikan azt talalta, hogy ez a toltés mindig
ugyanannak a g, = 1.6 x 107 C elemi toltésnek egész szdmu tobbszorose. Az elemi toltés az
elektron toltésével azonos. Megjegyzés: az elektron toltésének ismeretében a Faraday-allandobdl
meghatdrozhat6 az Avogadro-szam:

B 96485C'
-~ 1.602 x 10-19C

Ny = 6.022 x 10*

10



1.2.3. Radioaktivitas

a, B, v sugarzas.

7. abra. Henri Becquerel (1852-1908), Marie Curie (1867-1934) és Pierre Curie (1859-1906)

1.2.4. Az atomok szerkezete

Thomson-modell. Rutherford-szoras.

Ha a pozitiv toltés az atom teljes térfogatat kitoltené, akkor a bombazé a-rész maximalis poten-
cialis energidja csak néhanyszor tiz eV lenne. Mivel a Rutherford tervezte Geiger-Marsden-kisérletben
a bombazé a-részecskék energiaja 4.8 MeV volt, ebben az esetben a bombazé részecskék csekély
iranyvaltozassal mind athaladnanak a céltargyon. Ezzel szemben a kisérletben egyes a-részecskék
visszapattantak, ami azt jelenti, hogy a pozitiv toltés nagyon kis tartomanyra kell, hogy osszponto-
suljon az atomon beliil (az atom atméréjének kevesebb, mint egy tizezred részére). Ha ez igy van,
akkor az atommagon torténd szorédas ponttoltés Coulomb-terében torténd szordédésnak felel meg,
ami a hataskeresztmetszet mérésével igazolhato.

Zq. t0ltéstt atommagon E = %vg energiaju, 2q. toltésti a-részecskék szérdédnak. Feltéve, hogy a
szord atommag pontszerii és tomege sokkal nagyobb, mint az a-részé,

m., mr?., 2Zq¢

v =5 0

FE =
2 2 dmegr

SIE

fejezi ki az energiamegmaradést és

J = mbuy = mr?é

az impulzusmomentum-megmaradast.

Ebbdl

11



. 2 27¢2  Eb?
== (E— il
m 4megr r2
. 2F

1
b= b=

m

amibOl a palya differencidlegyenlete

dr 2\/1 2022 11 1
T

Ib: b2 dmey Eb2r 12

Ennek megoldéasa

azaz

tg* = =1 b
“2 Z%q}
Differencidlis szérasi hataskeresztmetszet:
do o db Z2¢*  cos?
— =27 — =
dgb d(b 167‘(‘6%E2 sin3 %

Ha A kereszmetszet{i nyalab esik h vastagsdgi céltargyra (vékony lemez), melyben térfogategységenként
N atom van,

NA
NAR)d 9 4,

A:
n=n—-¢; o

szamu a-részecske szérodik ¢ + % szogben.

12



8. dbra. Ernest Rutherford (1871-1937)

1.2.5. Homérsékleti sugarzas és a hataskvantum

9. abra. William Thomson, Lord Kelvin (1824-1907)

»Nineteenth-Century Clouds over the Dynamical Theory of Heat and Light” (Lord Kelvin, 1900)

Kirchoff torvénye: Hémérsékleti egyensilyban 1év6 test abszorbeids és emisszids egyiitthatdinak
aranya a homérséklet és a frekvencia univerzalis fiiggvénye.

Abszolit fekete test: minden réesé sugarzast elnyel (az abszorbcids egyiitthaté értéke 1).
Wien-féle eltoléddsi torvény: ez = 2.898 x 10 nm K

Stefan-Boltzmann-torvény: abszolit fekete test sugdrzdsdnak intenzitdsa (energiadram-stiriisége)
jg = oT*, ahol o = 5.6704 x 1075 <

K4

13



10. édbra. Gustav Robert Kirchhoff (1824-1887), Wilhelm Wien (1864-1928) és Jozef Stefan (1835-

1893)

A feketetest-sugarzas elméleti targyalasa

Elektromagneses sugarzas [ oldalélii kocka alaku tiregben:
Maxwell-egyenletek az tireg belsejében:

1 0F
VxB=——
X 2 ot
0B
VxE=———
x ot
VE =0
VB =0
Ebbol kovetkezik, hogy
1 0’E
S ey E=0
c? Ot? ’ v
1 0’°B
- = VB =0
2 Ot? 0,

Hatarfeltételek: az elektromos tér tangencialis komponense és a méagneses indukcié normalis

komponense eltlinik a falakon.

E,=0, ha{¥=0 vy v=L g
z=0 vagy z=I
- z2=0 vagy z=1 B
Ey =0, ha{x:() vagy x=1" By =0,

14

ha y=0 vagy

ha =0 vagy x=1.

y =1



r=0 vagy x=I
y=0 vagy y=I
Az egyenleteknek a hatarfeltételeket kielégito legaltalanosabb megoldasa

E, =0, ha{ ; B,=0, ha z=0 vagy z=1L

(o N o}

E, = Z Z i Qun(t) cos <nx7r%) sin (nwr%) sin <nz7r§) ,

ng=1ny=1nz=1

o0

-3 > () sin (ner ) eos (e i ()

ng=1ny=1nz=

E, = i Z Z ¢2m(t)sin (nm 3;) sin (nwr%) coS <nz7f§> )

ng=1ny=1nz=1

és
00 0o 0o I .Znt . Z, nt
B= 3 30 3 M) = etunll)) Gy (1, cos (n, Y ) cos ()
ng=1ny=1n;=1 Ten l
- EEE A oo
B} COS | T — | S1 ’I'Ly’ﬂ'— COS | 7T — R
z=1ny=1n;=1 Ten ! l l
_;lng_:h;l ﬂcan cos nxwl cos nyﬂl sin nzﬂl ,
ha

ng, =0

(transzverzalis hulldimok). Emiatt médusonként két fiiggetlen amplitudé van:
an(t) = a4 (t)ey)) + a7 (t)e))
Ttt e!-ek (r=1,2) a polarizaciés egységvektorok:

neﬁf) =0, eMel) = ¢,

n n

A qg ) (t) amplitudék a harmonikus oszcillator mozgasegyenletét elégitik ki:

G (t) +wnay (1) =0

15



ahol

e
— 2 2 2
Wy, = ;i \/ Mg + 1y + 0

a rezgés korfrekvencidja.
A sugarzas teljes energidja

o= fav (SE e - ZZJJZ () + 2 (0)

A klasszikus statisztikus mechanika szerint egy ilyen rendszerre alkalmazhato lenne az ekviparticio
tétele: minden négyzetes taghoz (szabadsdgi fok) % energia tartozna. A végtelen szami modusra
osszegezve gy azonban végtelent kapndnk az energidra: ez az un. ,ultraibolya katasztrofa”.

Adott frekvencidji médusok szama (minden frekvencidhoz két médus tartozik, amelyek egymasra
meréleges polarizaciéjiak):

3 3
2d°n — 2147Tn2dn = l—w2dw = ﬂdeu
8 m2c3 c3
Ha az ekviparticié tétele érvényes volna, akkor a spektrélis stirtiség

u(v) = 8—7T/<:BTV

lenne (Rayleigh-Jeans-torvény). Ez kis frekvencidkon j6 kozelitést ad, de nagy frekvencidkon
hibas.
Kvantumhipotézis (Planck, 1900)

Az oszcillatorok energidja nem folytonosan vdltozik, hanem mindig eqy diszkrét érték egész szdma
tobbszorose, amely pedig ardnyos a frekvencidval:

Ui(v)=jhv j=0,1,2,3,..

A h=6.62 x 103" Js mennyiség (Planck-dllandd vagy hatdskvantum) ij természeti dllandg.
Adott frekvencidju oszcillator energidjanak varhato értéke (étlaga):

Jj hv

_ > 2o J hve *BT hv
U(V) - j j hv - hv
Z;’ioe kgT eksT — ]

Levezetés: jeloljik 1/(kgT)-t f-val, ekkor

L0 N —jhwp
angzoe

Xroe ™

16
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11. dbra. Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947)

Az itt szerepld Osszeg egy mértani sor:

o0 oo

A ; 1
Soetir 23 ey - L

=0 §=0
Ezt az el6z6 képletbe visszahelyettesitve megkapjuk a végeredményt:

_ hv
Uv) = ——

eksT — 1

Kis frekvencidkra ez kgT-hez tart (ekviparticid), nagy frekvencidkra azonban exponenciélisan tart
nulldhoz.
Ennek segitségével a spektralstiriiség (Planck-torvény):

Teljes energiastiriiség:

> 8th (kgT\* [ 23dz  8nk%
" /0 u(v)dv c3 ( h ) /0 e —1  15h3¢3

(x = (hv)/(kgT) 4 véltozdval)
Egyezik a Stefan-Boltzmann-térvénnyel!

Hol van a spektrum maximuma?

du(v)  d (8ch v° 0
dv  dv\ & &% 1 N




Ebbdl

Az egyenlet gyoke

Wien-féle eltolodasi torvény.

18




1.2.6. A hataskvantum els6 alkalmazasai. HullaAmjelenségek részecsketulajdonsagai

Szilardtestek fajhdje.

Klasszikus statisztikus fizika: Dulong-Petit-szabdly (szilard anyagok fajhéje 3kg). Valdjaban -
osszhangban a termodinamika III. f6tételével - a fajhd alacsony hémérsékleten nulldhoz tart. Ma-
gyardzat: a racsrezgések energiaja kvantalt (fononok). Emiatt egy v frekvencidji oszcillator energidja

T hémersékleten nem kg7, hanem
hv

hv
eksT —1

Figyelembe véve a racsrezgések spektrumét, ebbdl alacsony hémérsékleten U oc T? kovetkezik, tehdt

a fajhd ¢ = -9 oc T%. (Max Born és Kdrmdn Tédor, 1913).

12. dbra. Max Born (1882-1970) és Karman Tédor (1881-1963)

19



Fotonok. A fényelektromos jelenség.

Fényelektromos jelenség: ultraibolya fény hatasara alkalifémekbdl elektronok 1épnek ki. A klasszi-
kus elektrodinamika alapjén a jelenség nem magyarazhaté (a klasszikus elmélet szerint gyenge
fényintenzitas esetén akar napokba is telne, mig az elektron a sziikséges energiat Osszegytjti, mig
valéjaban a kilépés azonnal bekovetkezik, raadasul az intenzitdssal novekednie kellene a kilépo elekt-
ronok maximélis energidjanak, de ilyen fliggés nem figyelheté meg).

Lénard kisérletei: a kilép6 elektronok maximalis sebességét a fény frekvenciaja, szamukat a fény
intenzitdsa hatarozza meg. Egy bizonyos (a kisérletben hasznalt fémtél fliggd) kiiszobfrekvencia alatt
egyaltalan nem lépnek ki elektronok a fémbal.

Einstein magyarazata a fotonkép segitségével.

Foton: hv energia, % impulzus.

1
hy = A+ §m02

A: kilépési munka

13. dbra. Lénard Fiilop (Philipp Eduard Anton Lenard, 1862-1947) és Albert Einstein (1879-1955)
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Duane-Hunt torvény.

A rontgenspektrum koszobenergidja ugyancsak a fotonképpel magyardzhaté. A rontgencsében
(vdkuumban) t6bb tizezer voltos fesziiltséggel felgyorsitott elektronok csapédnak a fém anddba, ahol
hirtelen lelassulva folytonos spektrumu fékezési rontgensugarzédst bocsatanak ki (és még néhény éles
csues is megjelenik): A megfigyelheté minimélis hulldmhossz (ill. maximadlis frekvencia) a fotonkép

intenzitds

hullamhossz

14. abra. Rontgencso sugarzasanak spektruma

segitségével kvantitativan értelmezheto:

hc
h mar — N eU )
. )\mm ¢

tehat az U fesziiltséggel felgyorsitott elektron a teljes mozgasi energidjat egy fotonnak adja at (a
kilépési munka most elhanyagolhatd).
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Compton-effektus.
Grafitra es6 rontgensugarzas hullamhossza megvaltozik a szoras szogétol fiiggden. Magyarazat: a
fotonok az elektronokkal rugalmasan titkdznek és ennek soran energidjuk és impulzusuk megvaltozik.
Impulzusmegmaradés:

Py = Py cos ¢ + pecos
Py sin ¢ = pe sin 0

Energiamegmaradas:
pre+mec = P+ /m2ct + pic?
Az els6 két egyenletbdl
p? = (pe cos 0)> + (pesinf)® = (pf — pscos ¢)2 + (p’f sin ¢)2 = pfv +p’f2 — 2pyps cos ¢
Az energiamegmaradast kifejezd egyenletben a gyokos tagot kifejezziik és négyzetre emeliink:
mict + p2c® = (pre + mec® — p’fc)2 = pi +mict + pF + 2ppmed® — 2pimec® — 2ppplic®
majd behelyettesitjiik p? el6bbi kifejezését. Egyszerti rendezéssel kapjuk, hogy

mec(ps — py) = psry(1 —cosg) ,
azaz (A = h/p miatt)

h (1 —cos o)

MeC

N =)=
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15. dbra. Arthur Holly Compton (1892-1962)

1.2.7. Anyaghullamok

de Broglie: A hullamtulajdonsagokkal (diffrakcid) rendelkez6 fény oszthatatlan részecskeként vi-
selkedhet. Forditva, a részecsketulajdonsagokkal rendelkezd elektron is viselkedhet hullamként.
Hulldmhossz:

h
A= —
p
Frekvencia:
E
V= —
h

Davisson-Germer kisérlet: lassu elektronok nikkelkristalyon diffrakciot szenvednek. A diffrakcids
képbdl a hullamhossz meghatarozhato, és az teljes 6sszhangban van de Broglie elméletével.

16. abra. Eletrondiffrakciés kép transzmisszids elektronmikroszképban
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17. ébra. Prince Louis-Victor Pierre Raymond de Broglie (1892-1987), Clinton Joseph Davisson
(1881-1958) és George Paget Thomson (1892-1975)

2. hét

2.1. A Bohr-elmélet

Vonalas szinkép. Bohr-modell. Franck-Hertz-kisérlet.

18. dbra. Niels Bohr (1885-1962), James Franck (1882-1964) és Gustav Ludwig Hertz (1882-1975)
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19. dbra. A Nap abszorbcids szinképe
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20. abra. A hidrogén, a hélium és a neon emisszids szinképe

2.1.1. A Bohr-elmélet feltevései és alkalmazasuk a hidrogénatomra

1. Csak azok a palydk megengedettek, melyeknek az impulzusmomentuma i = h/(27) egész
szamu tobbszorose.
me v 1T =nh

2. A megengedett palyan keringd elektron nem bocséjt ki sugarzast. Sugarzas akkor kovetkezik be,
ha az elektron magasabb energidji megengedett palyardl alacsonyabb energiaji megengedett
palyéara ugrik. Foton elnyelésekor az elektron az alacsonyabb energidji megengedett palyarol a
magasabb energiaju megengedett palyara ugrik.

3. Frekvenciafeltétel:
Er — E, = hv (emisszio)

E, — Ej, = hv (abszorbcid)

Alkalmazas a hidrogénatomra:



72n2 — Meqe ,
47reg
_Ameg B,
T N
e Me
2 ¢ 4megr 8megr
=

- 32m22R2 n?

qime 1 1
Un! = 75 2932\ 5
’ 64m3ehd \n?  n’?

r qime 1 1
Aoy 64m3€2R3c \n2 2

Rydberg-allandé

R — Q§me
64m3elhic
Pontosabb érték a redukdlt tomeggel:
/ Me
m, = o
14 e
R = R
1+ 2=

Szamitott érték: R = 1.095 x 107m =1, mért érték: 1.097 x 107m =t = 1/(91.13nm)

n =2, n =3, 4,...00: Balmer-sorozat. Paschen (n=3), Lyman (n=1), Brackett (n=4),
Pfund (n=5) sorozatok. Hidrogénspektrum csillagok légkérében. Egy elektront tartalmazé ionok
spektruma (He™).

Kozvetlen bizonyiték az energiaszintek létezésére: Franck-Hertz-kisérlet.

Higanygdzzel toltott katdodsugarcsében az atomi energiaszintek kozti kiilonbségeknek megfeleld
anodfesziiltségeknél rugalmatlan szoras kovetkezik be és az anédaram lecsokken. Késobbi kisérletekben
Gustav Hertz kimutatta, hogy az anédaram lecsokkenésekor megjelenik a megfelel6 spektrumvonal.



(F

Accelerating Apparatus

*Mobel prize
in physics,
1925

Franck-Hertz Data

21. dbra. A Franck-Hertz-kisérlet vazlata

Vonalas Rontgen-spektrumok értelmezése a Bohr-elmélet alapjan (Moseley, 1914):

VVk, < Z —1

2.1.2. A korrespondencia-elv.
Hataresetben a kvantummechanikai torvények a megfelel6 klasszikus mechanikai torvényekbe mennek
at.

Pl. n' —n =1 < n esetén

ahol R a Rydberg-dlland6. Masrészt a keringés klasszikus frekvencidja a kormozgasra felirt
Newton-torvénybol

&l v 1 ¢ 1
U= — = —_
21 \| 4dmey r3/2

" 27r

Ezt az el6bbi kifejezéssel egyenlévé téve

r = agn

1/3
(e N
07 4r \egmoR2c2 ‘

Két szomszédos energiaszint kiilonbsége ezzel felirhaté

adddik, ahol
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¢ ¢ 1., ¢ 2
87T€06L0 (TL + 1)2 871'60&0 n? 877'60@0 n3

EnJrl - FE, =

alakban, ami a Planck-dllandészorosa az (2Rc)/n® frekvencidnak. Ebb6l az egyenldségb6l
@ 1
~ 1672¢qRch

adodik. Az ag-ra a korrespondencia-elv segitségével fentebb kapott kifejezést ezzel Osszevetve a
Rydberg-allandé kikiiszobolheté. A Bohr-sugarra azt kapjuk, hogy

Qo

Amegh?
ag =

@?me

Ezt a klasszikus mozgastorvénnyel kombinalva megkapjuk az impulzusmomentum kvantaldsat:

2m 2m
N = mor = Mr: 2e Saon:nh
4meg 4meg

és az energiaszintek kifejezését:

gl gme 1
" 8meer  32m2edhin?
A Rydberg-allando
_gime
~ 64m3ehdc

A korrespondencia-elv segitségével meghatarozhaté az emisszios spektrumvonalak intenzitdsa és
polarizaci6ja. Tiltott atmenetek, kivilasztési szabalyok (pl. ol = £1).
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2.1.3. A Sommerfeld-féle kvantumfeltételek

22. abra. Arnold Sommerfeld (1868-1951)

Ellipszispalyak kvantalasa (Sommerfeld):

Kanonikus impulzusok:
oL oL

pT—E’ p(i):%

Itt L a Lagrange-fiiggvény:

Zq?

m .
I = Me 2 272
2 (r +T¢)+47‘(’607’

j{prdr =n,h

j{md(p:kh

n,: radialis kvantumszam, k: azimutalis kvantumszam.

Sommerfeld-féle kvantumfeltételek:

Mellékkvantumszam:
l=k—-1
Alkalmazas hidrogénatomra:
Pr = me7‘a
Po = mer%
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EF=—cRh————
o R

Fékvantumszam:
n=n,+k
Az ellipszisek féltengelyei:

k = 0 nem megengedett (magba esés).
A térbeli helyzet teljes megadasahoz harom kvantumfeltétel sziikséges:

. . . T2
L= m—(f‘Q + 7267 4 r? sin? 0p?) + 2
2 4megr
Pr = mer
po = mer0

Dy = mer? sin’ 9¢

j{prdr =n,h
%pgd@ = TNy h

j{ pydt) =m h
Mivel v ciklikus koordinata, py, az impulzusmomentum z komponense mozgaséallandd, ezért

h
= _— = h
Py =mg_=m

m:  —k, .., —1,0 1, ... k

(a Bohr-elméletnek ez a kovetkeztetése pontatlan!) Adott n és k esetén 2k + 1 térbeli hely-
zet.lehetséges.
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/{::ng—l—\m]

n=n, +ng+ |m|

A spektrum finomszerkezete.
A szinképvonalak valéjaban tobb kozeli vonalbdl allnak. Hidrogénben ezt relativisztikus effektu-
sok okozzak, ideértve a spin-pélya kolcsonhatast és a potencidlis energia relativisztikus korrekciéjat

1s.
2 2
(E—l— 4e > —p202:m§c4

4megr
2

2 2
E —m.c® = \/m2c* + p*c? — moc® — b P Qe P

dmegr  2m,.  Amer  8mic?

4

A relativisztikus korrekcié megsziinteti az elfajulast, és az energia fiiggni fog a mellékkvantumszamtol.

Az els6 korrekcié nagysagrendje:
! E,

pa— ~> a —
8m3c? 4n?

Finomszerkezeti allandé:

q 1
o= —- N —
dmeghe 137

2.1.4. Az atomok magneses nyomatéka

n norméalvektori A teriiletet hatarolé gorbe mentén foly6 I dram magneses momentuma

M=AIn

Atomi pélya esetén
T 2nr

ezért a magneses momentum nagysaga

2

Qe U TT Qe M VT e
M| 27mr 2 M, 2me
Vektorialis alakban:
M — _ qe
2 m,
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ahol IN az impulzusmomentum.
Bohr-magneton:

g h
MB—Qme

A szinképvonalak felhasaddsa mégneses térben (Zeeman-effektus):

U,=—-MB
Enm:_Rf;c_qeth
’ n 2 me

23. 4bra. Pieter Zeeman (1865-1943)
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2.1.5. Az elektron spinje

Einstein-de Haas-effektus (1915): Vékony torzids szdlon fiiggd mégnesezheté fémdarabban erds
magneses térben az elektronok médgneses momentumai a tér iranyaba rendezodnek. A magneses
tér kikapcsolasakor a magneses momentumok a hémozgas miatt rendezetlenné valnak, és ezzel egy-
idejiileg az egytittes impulzusmomentumuk is nullava valik. Az impulzusmomentum a kristalyracsnak
adodik at a megmaradasi tétel kovetkeztében, ami miatt a torzids szalon fliggé fém elfordul.

24. abra. Kisérleti berendezés az Einstein-de Haas effektus mérésére, Wander Johannes de Haas
(1878-1960)

A mégneses momentum kvantaltsdga (Stern-Gerlach-kisérlet, 1922).

Classical

prediction )
What was Silver atoms
actually observed /
4
] :
!
3 IM FEBRUAR 1922 WURDE IN DIESEM GEBAUDE DES
Eiimace PHYSIKALISCHEN VEREINS, FRANKFURT AM MAIN,
VON OTTO STERN UND WALTHER GERLACH DIE
FUNDAMENTALE ENTDECKUNG DER RAUMQUANTISIERUNG:
DER MAGNETISCHEN MOMENTE IN ATOMEN GEMACHT.
AUF DEM STERN-GERLACH-EXPERIMENT BERUHEN WICHTIGE
PHYSIKALISCH TECHNISCHE ENTWICKLUNGEN DES 20 JHDIS.
WIE KERNSPINRESONANZMETHODE, ATOMUHR ODER LASER'
Inhomogeneous OTTO STERN WURDE 1943 FUR DIESE ENTDECKUNG
magnetic field DER NOBELPREIS VERLIEHEN

25. dbra. a Stern-Gerlach-kisérlet vdzlata, Otto Stern (1888-1969) és Walther Gerlach (1889-1979)

Inhomogén méagneses térben a méagneses dipolra er6 hat:
F =V (MB)

Stern-Gerlach-kisérlet eziisttel (1922) és hidrogénnel (1927): az atomnyaldb két sugdrra valik szét.
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Magyarazat (Goudsmit és Uhlenbeck,1926 ): az elektronnak /2 nagysagu sajit impulzusmomen-

tuma van.
A Stern-Gerlach-kisérlet tovabbi jelentosége: Rabi-oszcillaciok, magneses magrezonancia, NMR

tomografia, atomora, mézer.

26. abra. Samuel Abraham Goudsmit (1902-1978) és George Eugene Uhlenbeck (1900-1988)

2.1.6. A Pauli-elv. A periédusos rendszer kvalitativ értelmezése.

Az atomi elektronoknak létezik egy negyedik kvantumszama és egy atomon beliil két elektronnak
nem lehet mind a négy kvantumszama azonos (kizdrési elv, 1925).

A spin felfedezése utan a negyedik kvantumszamot a spinnel azonositottak. Foékvantumszam:
n=1,23,4,56,7,.. (K, L, M, N, O, P, Q), mellékkvantumszam: [ = 0,1,2,...,n — 1 (s,p,d,f,g),
magneses kvantumszam: m = —I[,...0, 1, .., [, spinkvantumszam: s = j:%.

27. dbra. Wolfgang Ernst Pauli (1900-1958)
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Peri6dusos rendszer (Mengyelejev, 1869).

Hidrogénatom alapallapota: egy elektron az 1s éllapotban.

Héliumatom: két elektron (ellentétes spinnel) az 1s dllapotban (jelolés: 1s?).
Litium: 1s22s!

Berillium: 1s22s?

Bér: 1s%2522pt

s—elemek p-eclemek
1 i AZ ELEMEK PERIODUSOS RENDSZERE 11 v ¥ VI Vil - o:l
1 relativ atomtémeg 26,98 H'e
K 2002
Hélium_|

vegyjel . Al 3
8
13 2

rendszdm

az elektronok eloszldsa
az energiaszinteken

Aluminium

d-elemek
VI VIII

vl VIl

#Az elemek ideiglenes elnevezése
-104 Rf-Ratherfordium — 104 Ku-Kurtschatovium
-105 Ha—Hanium — 105 Ns—Nielsbohrium

f—elemek

LANTANOIDAK

AKTINOIDAK

28. abra. A kémiai elemek periédusos rendszere
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29. dbra. Dmitrij Ivanovics Mengyelejev (1834-1907)

2.1.7. A Bohr-elmélet korlatai

e A héliumatomra hibés eredményt ad (kaotikus dinamika, nem integrélhaté rendszer).

A spektrumvonalak finomszerkezete mar a hidrogénatom esetén is pontatlan.

A spektrélis intenzitas kiszamitasa csak a korrespondenciaelv segitségével lehetséges.

Az impulzusmomentum kvantéldsa hibas (valéjdban /(I 4+ 1)k az impulzusmomentum nagysaga).

A kovalens kotést nem tudja értelmezni.

e Nem veszi figyelembe az elektronok kozotti kolesonhatéast, ezért a periddusos rendszer egyes
részletei (alhéjak toltédésének sorrendje) a Bohr-elmélet alapjan nem értelmezhetok.
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3. hét

3.1. Fizikai mennyiségek mint operatorok és mérheto értékeik mint sajatértékek

Komplex vektorokra és matrixokra vonatkozo6 alapvet6 definicidk és tételek:

Vektor (Matematikai értelemben)

N dimenzidés komplex vektor:
Vi
Vi
V = . , V;eC
VN
Osszeadas
(A+B); = A;+ B,

Szammal vald szorzas
(cV)j=cV;

Vektortér
ha Vi eV é VeV akkor Vi + Vo €V ahol c¢p,c0 € C

Linedris fiiggetlenség V) és V; linedrisan fliggetlenek (akkor és csak akkor), ha

caVi+eVeo=0 = ci=c =0

Transzponalt
Vi=(Vi Vo ... Wy)

Adjungalt (Riesz-tétel)
Vi=(Vvy Vi o Vi)

Itt * a komplex konjugaltat jelenti.

Skalarszorzat (Komplex euklideszi tér)
(A,B)=A'B = Z AiB

Emiatt
(B,A) = (AB)"
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Hilbert-tér: teljes euklideszi tér. Teljesség: Cauchy-sorozatok konvergensek és a hatarértékiik
is eleme a térnek.

Ortonormadlt bazis, szeparabilis Hilbert-tér

e; €H, (ej,er) =

ugy, hogy
V'V € Hesetén 3 ¢; € C 1gy, hogy chej =V
J
Ekkor
G = (ey'? V)
Matrix
a1y a12 C.e a1 N
a91 929 Ce o N
a = [a;] =
ani an2 ... QNN
N
(@V); =) a;V;
j=1
Egységmatrix
1 0 . 0
01 . 0
1=1 . . )
0 0 1
(")sszeg
(CL + b)ZJ = aij + big
Szorzat
N
(ab)i; = Z Qikbrj
k=1
Altaldban ab # ba
Kommutator
la,b] = ab — ba
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Inverz
ala=aat=1

Determinans

deta = Z (—1)Pa1i1a2i2...aNiN

1,12,
det(ab) = (deta)(detb)

Homogén linearis egyenletrendszer megoldhatdsagi feltétele:

aV =0 megoldasa akkor és csak akkor 3, ha deta =0

Transzponalt
T
ajj = Qji
Adjungalt
a;’rj = a;i
(ab)! = b'a'

Onadjungélt (hermitikus) matrix (Fizikai mennyiség)

h=nh!

Unitér matrix (Szimmetriatranszformé&cio)
ul=u'
Unitér matrixszal végzett transzformécio megdrzi a skalarszorzatot.

(uA,uB) = (uA)'uB = A'u'uB = A'B

Hasonlésagi transzformacio

a = sas™!

Sajatérték-egyenlet
aV =aV

Itt a a sajatérték, V' a sajatvektor. Karakterisztikus egyenlet:

det(a —al) =0
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Hermitikus matrix sajatértékei valosak, kiilonbozo sajatértékekhez tartozo sajatvektorai

ortogonalisak
hV =hpV
VIRV = hvViv
Adjungalva:
VIRV = nviv
Tehat h = h*.
hVi = Vi
V'QTh _ hQV'ZT

ViRV = Vy'V,
Vi hV; = bV W,
Mivel hy # hs, V3 V; = 0.
A sajatvektorok teljes bazist alkotnak.
A sajatvektorai bazisan a hermitikus matrix diagonalis.

A normalt sajatvektorokbdl unitér matrix képezheto. Az ezzel elvégzett hasonlésagi transz-
formacio a hermitikus matrixot diagonalis alakra hozza.

Felcserélhet6 hermitikus matrixoknak van kozos sajatvektor-rendszere. Legyenek a és b
felcserélheto hermitikus matrixok. Ekkor

aV =aV

baV =a(bV) =a(bV)
Ha a egyszeres sajatérték,
bV =0V

(Ha a t6bbszoros sajatérték, akkor b a megfelel6 alteret onmagdara képezi le, emiatt V' megvélaszthaté
ugy, hogy b sajatvektora legyen)

Elfajult sajatértékek. Ha a és b nem felcserélheté hermitikus matrixok, de mindketté fel-
cserélhetd a ¢ hermitikus métrixszal, akkor c-nek van elfajult sajatértéke (t6bb sajatvektor

tartozik egy sajatértékhez). Ui.
cV =cV
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c(aV) =c(aV)
c(bV) = ¢(bV)

De minden sajatvektorra aV = const. x bV nem teljesiilhet, mert akkor a és b felcserélhetd
volna.

3.1.1. Operatorok és sajatértékeik

30. dbra. Werner Heisenberg (1901-1976), Erwin Schrodinger (1887-1961) és Paul Adrien Maurice
Dirac (1902-1984)

Az atomi jelenségekre jellemzéek a diszkrét (nem folytonos) energiaszintek ill. a diszkrét impulzusmomentum-
vetiiletek. A fizikai mennyiségeknek a kvantummechanikidban hermitikus linearis operatorok
felelnek meg, melyek skaldrszorzattal ellatott komplex vektortéren (Hilbert-tér) vannak értelmezve.

Az operatorok sajatértékei szolgaltatjak a fizikai mennyiség méréssel kaphaté értékeit.

Példa: a spinkomponensek operatorai véges matrixként adhaték meg, melyek a kétdimenzids
komplex vektortéren hatnak.

A hi({o0o1
&_§<10)

Az impulzusmomentum négyzete:
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Sajatértékek meghatarozasa:

_ h B\ 2
det( :x 2 ):si—(—) =0
2 S 2

sw:j:fl
2

A Rh/2 sajatértékhez tartozé 1-re normalt sajatvektor

A0

a —h/2 sajatértékhez tartozo sajétvektor

a(4)

Hasonléan a masik két komponens esetén:

_e g B\ 2
det( .iy 22):35—(—) =0
25 — Sy 2

tehat a sajatértékek

b g 0 n\?
2 z = 2— —_ =
det( 0 _g s > s <2) 0



z — +—
° 2
Végiil
S«2
sajatértékei:
S2p = sv
3h2 2 2\ 2
3h2 _ g 0 , 3h
det(40 % S2):<S—T) :0
3
2 2
=-h
Ty

Az allapotvektor jellemzi a fizikai rendszer allapotat. Ennek segitségével meghatarozhato, hogy a
kiilonféle fizikai mennyiségek lehetséges értékei méréskor milyen valészintiséggel fordulnak els. Példa:
megmérjiik az elektron sajat impulzusmomentuménak z komponensét egy Stern-Gerlach-berendezés
segitségével (vagyis S.-t) és értékét —h/2-nek taldljuk. Ekkor mérés utan az allapotvektor az S,
operator —h/2 sajatértékéhez tartozé sajatvektoraval egyenld:

0

1
Ha az ilyen allapotvektori elektronnak megmérjiik az S, spinkomponensét, akkor kaphatunk 7/2-t is
és —h/2-t is. A megfelel$ valosziniiségek meghatarozésdhoz felbontjuk az dllapotvektort S, normalt

sajatallapotai szerint:
0\ 1 1 . 1 1
1) =% Rm\1) T a1 )

A ¢y egytitthaték kiszamitasa:
( 11 ) ( 0 ) 1
CL = —_—, = . —_
) )%
( 1 1 ) (o) 1
Cc_ = —_—, . _
V2 V2 1 V2
Annak valdszintisége, hogy S, mérésekor a hi/2 eredményt kapjuk, |c,|* = 1/2, és annak valészintisége,

hogy a —h/2 eredményt kapjuk, |c_|* = 1/2.
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3.1.2. A Heisenberg-féle felcserélési torvények

Poisson-zardjelek a klasszikus mechanikaban:
{fa.p).9(a.p)} =) -2 — -
J

Ha f = qr és g = p;, akkor
{ak, i} = On
A Heisenberg-féle felcserélési torvények

Gk, 1] = ihdw 1

Operatorok koordinatareprezentéacioban. Hilbert-tér: négyzetesen integralhaté fiiggvények.
A koordinata operatora:

T=uz
Az impulzus operétora:
D, = —1h 0
Dz Ey
Vektorialisan:
rT=r
p = —1hV
skalarszorzat:

Hidrogénatom alapéllapota.
Az energia operatora:

. 1 2 h2 2
H _ ~2 de — _ A de

n 2mep B 4megr 2m, B dmegr

Polarkoordinatédkban:

]f[—_ hQ 8_2+gﬁ+i a—Q—l—Ct ﬁg_kia_Q — qg
 2me |Or2  ror 2 \ 092 50 sin? 9 0p? dmeqr

Keressiink exp (—a r) alaku sajatfiiggvényt!
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. h2 B2 92 2
Hexp(—ar)= —2m6a2 exp (—ar) + o Ta Tcor

Ez akkor lesz a probafiiggvény szamszorosa, ha

2
a = Qe Me
4rregh?

Ekkor

h2 2
Hexp(—ar)= 5 ¢ exp (—ar)

e

Tehat a sajatérték

4
qeMe
Ey=——"7"—"—
0 32m2e3 h?
3.1.3. A linearis harmonikus oszcillator
Klasszikus formuldk:
Kitéréssel aranyos visszatérito erd (kis rezgés):
Az
m——- = —Dux
dt?

A mozgéasegyenlet megoldasa:

r=1xpcos(wt+9), w=

515

Energia (Hamilton-fiiggvény)
2 2
P mw?®
H=—
om 2 "

Kvantummechanikai targyalasmod:
Energiaoperator koordinatareprezentacioban:

R d? omw?

H=—— 4+ =
2md:p2+ 2 v

Sajatérték-egyenlet:
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Uj, dimenzidtlan valtozok:

Sajatérték-egyenlet dimenziétlanitott alakban:

2.
Tomaz T2 VTR
2F mw
e TV
d2
T () v

Megoldas Sommerfeld-féle polinom-modszerrel:
Aszimptotikus megoldas (nagy &-re):

A pontos megoldést ¥ = (polinom) X exp (

&y

dgz

J=0

(Z cj§j> £ exp (
=0

2

< c]§]> exp

f2) +2 (gjcj€j1> (—¢) exp <—§

@Om - 1>cj£”) exp (—%)

(chjfj‘l> =Y jed
j=0 J=0

47

alakban keresstik:

2

2

)

ngj) (—€) exp (—%2) + (éj@fj_l) exp (_%2>

n

Z ;&

J=0



n—2

DG =Dt =3 (+2)( + Ve’

j=0

Tehat a sajatértékegyenletbol

n—2
]+29+1%H5+§: —(2j+1)) & =0
j=0 7=0
Ebbdl j = n esetén
k=2n+1

azaz 1
E%:: (ﬂw+'§) hw
U = €7 H,y (€)

H,,(¢): Hermite-polinom

d*H,, dH,,
-2 2nH,
ae fd{ +2nH, =0

Az energiasajatértékek meghatarozasa operator-maodszerrel, kozvetleniil a felcserélési
relacio alapjan
Bevezetiink egy nem-hermitikus operatort,

a = ax + i0p, -et

és adjungaltjat,
al = ai —ifp, -et

(e, B pozitiv valés szdmok), hogy a

2
2 pm mw A2

H =
2m+ 2

Hamilton-operatort (energia-operator) leegyszertsitsiik. A definialé Gsszefiiggésekbol

o a+af
I‘:
2a
és
. a—al
P= 55
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Ezeket behelyettesitjiik H kifejezésébe:

N mw? 1 ) mw? 1
— ~ ~t2 ~at AN
H_(gaz _8m/62) (a +a )+(8a2 +8mﬁ2) (aa —|—aa)

Megkoveteljiik az els6 tag eltlinését, ami azt jelenti, hogy

(@8]
— = mw
B
és )
A mw
H= aal +ata) .
o )

Ezutan kiszamitjuk az a és a' operdtorok kommutéatorat a Heisenberg-féle felcserélési relacié segitségével:

a,a'] = [ad +iBp,, ad — iBp,] = 2a8h1

Legyen
2a8h =1,
ekkor
[a,a'] =1,
mw
a=4/—
2h
1
g = )
2mhw
és

1 1
H = Shw (aa’ + a'a) = hw <a*a+ —) :
Elegendé tehat afa sajatértékeit meghatarozni:
atay =

Balrél szorzunk a-val:
aatay = Nay
(ala+1) ay = ray
atrendezve:

a‘a(ay) = (A - 1)(av)
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Ha tehat A sajatérték, akkor A — 1 is az. Azonban a'a pozitiv szemidefinit, ugyanis

(¥,a'ay) = (av, ) 2 0,

ezért a sajatértékek nem lehetnek negativak. Ez ugy lehetséges, ha a legkisebb Ay sajatértékhez
tartozo 1 sajatallapotot az a operator nulldba viszi at:

ayy =0
Ezt balrél af-tal szorozva:
atay = Oy

ahonnan leolvashatd, hogy Ao = 0. A legkisebb sajatérték tehat a nulla. Ha a sajatértékegyenletet
balrél af-tal szorozzuk:

ata'ay = a' (aa' — 1) = raly
amibol
ata(aty) = (A +1)(a"y) .
Ha tehat A sajatérték, akkor A + 1 is sajatérték. Mindebbdl az kovetkezik, hogy afa sajétértékei a
nemnegativ egész szamok. Ezzel a harmonikus oszcillator energia-sajatértékei

1
E, = hw -] .
<n—|—2)
(n=0,1,2...)

Példak Hilbert-térre: véges dimenzios komplex vektorok és négyzetesen integralhatdé
fiiggvények
Fizikai allapot:

> (véges vektortér)

=
I
A/
S-S

) = (x) (figgvénytér)
Allapotvektor adjungaltja:

) = (] = <% : —%) (véges vektortér)
)" = (¢ = " (x) (fiiggvényter)
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Skalarszorzat:
-+ i i
ol YY) =(—i,0 \{5 = ———,ha |¢p) = ( ) véges vektortér
(] ¥) = ( ) X 7 ) o) ¢ )

(6] ) = / " $ (@ple)de (Siggvénytér

Linedris operator:

. 1 1
A = ( O N ) ( v2 ) = ( V2 ) (véges vektortér)
AN 3
~ d
Al = (= i) wlo) = o0(e) — i0/(0) (Gigevényten)
Matrixelem:
N 0 —2 { , .
(0| AlyY) = (=1 O)( : 0 ) ( ) =7 (véges vektortér)

Sl ShS

@il = [ o) (m—i

Adjungélt operator:

) Y(x)dr (figgvénytér)

(614 0 = (A16)) 10) = (] AJay

Onadjungslt operator:

(6| H o) = (| H |¢)*
Varhatd érték:

= (Y| H |¢)
Példa: bebizonyitjuk, hogy az impulzusoperator onadjungalt.

/_ Zsb*(:v) (—z‘h%) Y(2)dr = —ih ¢* ()¢ (2)| X +ih / ¢"(x ( / Y (z (—zh )¢( )dx>*
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3.1.4. Az impulzusmomentum

A klasszikus mechanikdaban az impulzusmomentum megmaradésa a forgasi invariancia kovetkezménye.
A kvantummechanikdban az impulzusmomentum operdtora a végtelen kis elforgatas operatoraval
aranyos.

A

L=#xp=—ibrxV

(bizonyitandd, hogy hermitikus)
Valéban, d¢ szogii elforgatds sordn a helyvektor véltozdsa dr = 8¢ x r, igy egy ¢ (r) fliggvény
megvaltozasa

p(r) =y(r+d0r) —v(r) = (6rV)y = (d¢p x 1)V = do(r x V)i

forgasi invariancia <= az impulzusmomentum operatora felcserélheté az energia operatoraval

Hy = Ey
HLy = ELY
LAY = ELY

Az impulzusmomentum-komponensek felcserélési szabalyai:

[Lja Lk] = Ejmnfmpnekstfsﬁt - ekstfsﬁtejmnfmﬁn = Ejmnekst(fmﬁnfspt - 72sﬁtfm]an)
= €jmn€kst (Tm(—1h0ns + 5P )Pt — Ts(—ihOme + TDt)Dn)
=~y (€jms€rst — €jstChms)
Mivel pedig
€ims€kst = €jms€tks = jtdmk: - 5jk:5mt
ill.
€jst€kms — €tjs€kms = 5tk5jm - 5tm(sjk
végiil )

(L, L) = —ihfmpy (6;0mk — OukOjm) = —ih€ ks€stmPmPr = ihejps L

Pélyamomentum és spinmomentum

[Sj, Sk-] = ithktSt
Tovabba



ul.
[L;, L% = [L;, L] = L L Ly — LiLi L,
= (ZhﬁﬂmL + LkL ) IA/ ik (Zhekjnj—in + z]j/k)
=ih (ijnf/nj—/k - Ekjnj—/lcf/n> == ihﬁjkn <f/nf/k + j—/kﬁn> =0

mivel €, a k,n 0sszegz6 indexekben antiszimmetrikus, mig L,Ly + Ly, L, ugyanezekben az indexek-
ben szimmetrikus (a teljes kifejezés emiatt egyenlé énmaga —1-szeresével, tehdt nulla).

Az impulzusmomentum sajatértékei és sajatfiiggvényei R R
A feleserélési szabalyok alapjan kozos sajatfiiggvény-rendszere van pl. L,-nek és L2-nek.
Impulzusmomentum-komponensek kifejezése derékszogt koordinatakban:

L, = —ih <y% — Z%)

ij = —1ih <z2 — :c£>

L* = 1 (r*A — (rV)? = rV)

Impulzusmomentum-komponensek kifejezése gémbi polarkoordinatakban:
. 0 0
L, = —ih (— sin goaﬁ — Cos ctgﬂ%)

f) = —ih (cos gp% —sing ctg"ﬁaa )
¥

A 0
L, =—1h—
i a0

A o? 8 1 0

L? = —R? + ctg— s

092 319 sin” ¥ Op?
Az impulzusmomentum barmely komponense és az impulzusmomentum négyzete felcserélhetok,
ezért létezik kozos sajatfiiggvény-rendszeriik. A kiilonboz6 komponensek nem cserélhetdk fel (=

elfajulds), ezért pl. L, és L? kozos sajatfiiggvényeit kereshetjiikk meg.
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Loy =1y
L* = L%

Itt [, és L? a sajatértékek (valds szamok), mig ¢ a kozos sajatfiiggvény. Beirva a polarkoordindtas
alakot L, sajatérték-egyenletébe:

o
—ihg =¥

Ennek megoldédsa (az integracids allandé csak ¢ vonatkozasaban éllandé, ¥-tdl fiigghet):

w:@wmm(%p)

mivel pedig 1-nek 27 szerint periodikusnak kell lennie p-ben (hiszen ¢ és ¢ + 27 ugyanaz a térbeli
pont, ha r és ¢ valtozatlan),

l, = mh
(m egész szdm) és '
b =)
Ezt behelyettesitjik L? sajatérték-egyenletébe. Kapjuk:
—h? (88_; + ctgﬁ% — %) O(0)e™* = L?*O(Y)e™?
egyszerisitve:

d> d m? L?
— +ctgd— — —— + — ) =
(dﬁ2+6g v sin219+h2>@( ) =0
(Mivel © csak 9 fliggvénye, kozonséges differencidlegyenletet kell megoldanunk.) Felhasznéljuk a
1 d d d? d

snoan Vg T g Ty

azonossagot:

1 d d m? I?
Logn2 - L2 Y o) =
(sinmwsm @ snZo h2>@( ) =0

és bevezetjiik a
& = cos

o4



1j valtozét. Mivel d€ = — sin9dd,

és

d d d
- — _ = (1=
Smﬁdﬁ sin ﬁdﬁ ( f)d£

(-7 (i) oo

Ennek az egyenletnek & = +1 szinguléris pontjai. Ezek kozelében a megoldds (1 — £2) valamilyen
hatvanyaval kell hogy eltiinjon, hogy a szingularis 1"7“52 tényezot kompenzalja. Keressiik tehat az
aszimptotikus (azaz || & 1 esetén kozelit6leg érvényes) megolddst © = (1 — £2)® alakban.

E(a-eF) - % (1-e200-r) = (200 - )

Ezzel a sajatérték-egyenlet:

d§ 3
= —2a(1 — )" +4a*¢*(1 — ) ' = —(2a + 4a*)(1 — €3 + 4a*(1 — £2)*!
~ 1 esetén a mdsodik tag dominal. Ennek kell a —22-0 = —m?2(1 — £2)~! tagot kompenzdlnia,
€ g s g
tehat
4a® =m?

fgy tehat az aszimptotikus megoldas
6(1 = (1 - 52)@7‘

A Sommerfeld-féle polinom-méddszerrel keressiik a pontos sajatfliggvényt:
%th

k

k
=% ple(1 - )5 S8 + (1- ) FN Y jeyei?
=0

3 2
k
L1090 = i1 - )% Y0+ w1 - Y e et € ‘””ch]g“
7=0 7=0
k
~(m| -+ 2)¢( "Zm“ L=y — e

J=0

95



cla-e B (B-2a)e-u-a* [Z( =l + )l 4+ o8

3=0

k—2
+> G+ +1 cng]
7=0

Ennek a kifejezésnek az eltlinésébol j = k esetén

7z = (Im| +k)(Jm| + k+ 1)

kovetkezik, vagy (I = |m|+ k jeldléssel, | > |m]|):

L? =1(1+ 1)Rr?

Sajatfiiggvények:
Il m —im
Yim = (1= &%) = B (€)e™™?

P(€): csatolt Legendre-polinom (I — |m| foku).
A sajatfiiggvény meghatarozasa mas maédszerrel:
[ = |m| esetén k = 0, tehdt

OL1(0) = (1 — &)z =sin' v
és igy

A tobbi sajatfliggvény:
A felcserélési relécidk szerint

(L., L;| =ihL,
[L.,iL,] = hL,
Emiatt o R R R
(L2, (Lo +iLy)] = R(Ly + iLy)
vagy X X R

L.(Ly+iLy,) — (Ly +iLy) L. = l(Ly +iL,)
Alkalmazva mindkét oldalt a 1y, sajatfiiggvényre:

L.(Ly + iLy)tim — (Ly + 1Ly )mbithy, = h(Ly + iLy)tm

56



Tehat
Lo (Lo +iLy)tn) = (m+Dh (L +iLy )

Mésrészt L, + iﬁy felcserélhet6 f/Q-tel, tehat
£ (L + L)) = 10+ DR (Lo + Ly )
Ezek szerint A .
wl,erl X (La: + ZLy)qyblm
f}+ =L, + ifly: léptets operator (emissziés operator). Nem hermitikus!

. (0 0
L. =he | = 44 —
L = he (819 + zctgz?asp)

Ezzel tehat

ml
Yim = {ew <5% + ictgq?%)} sin! 9e 1
¥

A normalt sajatfiiggvények az un. gombfliggvények:

2A+1(1—|m)? .
l4+ Eé n :ml;‘} sin!™ 19Pl|m‘(cos i
T ml)!

Yim = (—1)™ 2" [

vagy expliciten:

o 2L+ 1 (1 +m)! 1 d-m , :
Ym — (_:\! 21 Yelme
: (=0) \/ 4 (I —m)! 210! sin™ O (d cos 9)l=™ S e

j—JzYzm = mhYy,
LY, = (1 + 1)h*Y),,

2w ™
/ ng / d¥sin Y}:n(ﬁ, (p)}/}/m/(ﬁ, QD) = 6ll’5mm’
0 0
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Y(0,0)]?

IY(2,0)|2

IY(1,0)[2

0.2/ IY(1, 1)

0.1 _
0l

-0.1

-0.24- _01¢,_01

0.05

I Gl
0% 095

IY(2,1)|2

31. abra. Az [ =1 és | = 2 mellékkvantumszamu gombfiiggvények
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3.1.5. Az impulzusmomentum sajatértékproblémajanak algebrai megoldasa
[Jord] = ihesimn
[Jk,jﬂ —0, =P+l S
Legyenek a | j,m) normélt allapotok J, és J2 kozos sajatallapotai.
J2|g,m) = J.(m)|j,m)
J2|3.m) = J*(5) |3, m)

Legyen

és

Jodi\jom) = Jod. | j,m) + kg | j,m) = (J.(m) + h) Jy | j.m)

JJ_=J_J.—hJ_, J.J_|jm) = (J.(m)—h)J_|j,m)

Ha .J, |j,m) nem nulla, akkor .J.(m) + h is sajétértéke J,-nek, ha pedig J_ |j, m) nem nulla, akkor
J.(m) — I is sajatértéke J,-nek.
Azonban R ) ) )
(U (2 = ) [w) = (¢ (J7 + ) [¥) =20
ezért |1) = |j, m) esetén
J2(j) = J.(m)?

Emiatt valamilyen m = m,,., esetén

j—l— |ja mmax) =0
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Hogyan lehetséges ez?

2

Hj+ ’]7 m)
= Gl (Jo = idy) (ot idy) o) = Gl (24 J2 4+ i(Jdy = Jed) ) 1)
— (o] (2 = J2 = RE) o) = J2G) = J2(m) — B.(m)
Tehat R
J+ |j7 mmaac> =0 = JQ(.]) - Jz(mmaa) - th(mma:L’) =0

Jz(mmax) mellett sajétértékek JZ(Ammax) — hy J.(Muaz) — 2R, J.(Myee) — 30 stb., a hozzdjuk
tartozé J_ |7, Mmaz >, J21J Mmaz >5 J>|J, Mumaz > stb. sajatallapotokkal.
Valamilyen k egész szamra azonban

jfjﬁ ‘]7 mmaz> =0

kell hogy legyen, mert kiilonben J,-nek tetszolegesen nagy abszolut értéki sajatértékei lennének.

o 2 JTEN IEN
[ 7t || = (Gl T 1 jom) = (o) - |, m)
= Goml (Jo+idy) (Jo—idy) lgom) = Goml (J2 4+ 32 = iod, = Jody) ) Ljm)

= (om| (2= 2 R jm) = J2G) = J2(m) + hJ.(m)

Tehat o
J_JE |G Mimaz) =0 = J2(5) = (Jo(Mimaz) — kB)* + B (J.(Mmas) — kh) = 0

Az el6bbi egyenlettel Gsszevetve

kh
Jz<mmax)—7
és e
2 _ v 1 hQ
26 =5 (5+1)
valamint . "
= =—— —+1... =
J.(m)=mh, m S s g

J? sajatéllapotainak j indexét szokdsosan a % szammal azonositjuk.
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3.1.6. A rotator

Forgé molekuldk szinképe (rotécids szinkép). Mozgd tomegpont energidja r = allandé esetén:

Klasszikusan
L? = (r x p)* = r’p* — (rp)’
azaz
12— 7421)2 _ rng
és igy
2 2 L2
g-P _Pr

2 2u - 24112

Kvantummechanikailag

~9 2 2 [ 92 2 2
NP h h? [0 209 1[0 0 1 0
g __r,A__*Y |9 29 - ([9 T

21 21 24 {87"2 ror  r2 \ 0v? * Ctgﬁ@ﬁ i sin? ¥ Op?

h2

_ZA%UO% 90) = E¢(0’ 90)

K2 <a2w a1 a?w)zw

_ . tod—— —_
22 \ o0 T a9 T sinZg 0p?
L? RA(1 + 1
2¢ =FEvy, E = (—2)
2ur 2ur
[ T
- | BT W 1 )
E 14 1L e e T l [‘ W ] } ! nr ...............
§ oo i e L ﬁiij}jj . 'QZ}' iy ._'_jj.ﬁl g —
= 0 I “”!Hll ‘ | ||! i|’- | ‘ ]Il ...... ’- l[ .I i| !,_ _
les0 2000 2050 2100 2150 2200 2250 2300 'ﬁ"}“ﬂ\"'ﬁ: L'_'JH;',J'E;JLU'IQ} & ‘cﬁ‘l:;'_'Jt;J"\'lf'd'U'n;;"Ll;bj"gl[k'};t
Wavenumbers (1fcm) 8.00 8.20 8.40 B.60 8.80 9.00 9.20 1073
Frequency (Hz)

32. dbra. A szénmonoxid (CO) és a sésav (HCl) molekula rezgési és forgasi spektruma (infravords

abszorbciés spektrum)
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3.1.7. Centralis er6térben mozgd tomegpont energia-sajatértékei és sajatfiiggvényei

(% + V(r)) b= B

h2 ? 29 1[0 0 1 02
-—— 4+ = tg— =FE
('97“2+7"87“+7’2 (8192 ce 819+s1n 299 Dp? )]¢+V(r)¢ 4

A gémbsmmmetrla kovetkeztében H felcserélhetd L,-vel és L2-tel.

= Ri(r)Yim(9, )

d*R(r) N 2dR(r) I(I+1)
dr? r dr 72

R(r)+ 25 (B~ V() R(r) =0

3.1.8. Merev falti gombbe zart tomegpont

0, har<a
V(T>_{ +o00, har>a

3.1.9. Haromdimenziés potencialvolgy

| =W, har<a
V(r)—{ 0, har>a

3.1.10. A hidrogénatom

Kotott allapotok: E < 0
Atomi hosszegység:

rg =
" VRulE]

Dimenziétlan valtozo és paraméter:

2
r M4 To
g To ’ 47T€0h2

A dimenziétlanitott sajatérték-egyenlet (id6fiiggetlen Schrodinger-egyenlet):
R 2dR [ 1 € Ii+1)

@i 1T e
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Kozelité megoldéds nagy &-re:

R=e"
Kozelité megoldas kis &-re:
R=¢
Pontos megoldas:
p
R = e_%fl Z c]fj
§=0
Behelyettesitve:
P ~opl ‘
(€ —1—j—=De& + Y (G +DE1I+1) +)ejng =0
j=0 j=0
E=l+p+1
n=10+p+1jeloléssel (p > 0 miatt n > 1+ 1)
pge 1

T 32m2e2h? n?

Altalanositott Laguerre-polinomok.
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4. hét

4.1. Fizikai allapot és dinamikaja. A Schrodinger-egyenlet
4.1.1. A dinamikai egyenlet

. A0
t=t s H = Zha
A h2
Id6tol fiiggd Schrodinger-egyenlet:
o -
4.1.2. Az allapotfiiggvény fizikai jelentése
Loy h?
Zha = —EAw + V(I’, Yy, Z)'lb
iy o = —ﬂdf DAY+ V(z,y,2)¢"Y
= —— (P AY — Y AY*
oo = o (0 A — vAY)

VA =AYt =TV VY =V VYT =V (VY — V)

Kontinuitasi egyenlet:

o™ ih o _
5 +V(@WV¢ —?/JV?/J])—O
p ="
j =5 WV =¥ VY
1
dp .
E—FVJ—O
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d
—— dV = ¢ jd
o Vp ﬁa f

Ol >= oxlthy >
< Yjlhe >= s
¢ >= ch\% >
k
Valészintiség:
wy, = lexl” = | < Pelp > |
Varhato6 érték: B R
O0=> wor = <> o < Yyl >=< ¢|Of) >
k

k

D k> on < Uil >= ) |vn > odin = ol >
k k

4.1.3. Folytonos spektrumu operatorok esete
4.1.4. Stacionarius allapotok

Hpy >= Ejp; >
(1) >=> " ¢;(t)|y; >

J
WS ey = S ety = S Bl >
J J J

lFLCj = EjCj

J
Stacionarius allapot: _
e #Fit gy >

Stacionarius allapotban a valdszintiségstirtiség allandé:

1 = []?
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4.1.5. A Heisenberg-féle hatarozatlansagi osszefiiggések
Nem felcserélhet6 operdtoroknak nincs kozos sajatfiiggvény-rendszere. (pl. koordindta és impulzus,

impulzusmomentum x és y komponense)
Szorasnégyzet:

(A0) =Y " wy (or — 0)* =" < ¥l > (0, — 0)7 < tulth >=< 9| (O a O>2 >
3 k

~

[A,B] —

o)

~

A=A-4
B =B-
[@3j:m

wel]

(AA)? =< Y| A2 >=< Pu|th, >
|the >= A'|Yp >
(AB)? =< ¢| B2y >=< hy|thy >

[ >= B'|y >
Cauchy-Schwartz-Bunyakovszkij-féle egyenlotlenség:

< Paltha >< Yy > > |< althy >
|< Yalthy >|> =< Yulty >< p|tba >=< Y|A'B'|¢ >< |B'A'|p >
AR — % (4B + B i)+ (iB - BA))
BA = ((iB+BA) - (4B - BA))
< Y|A'B'|p >< Y|BA'|p >= i { << V| A'B' + B'A'|p >>2 — << V|A'B' — B'A'|4p >>2} > i << V|Cl >)2

Végiil tehat

Mivel



Axlp, > ’23

Heisenberg gondolatkisérlete: a mikroszkép felbontdsa a hasznalt fény hullamhosszanak nagysagrendjébe
esik, pontosabban e nyilasszogli fénynyalab esetén

A
Ar = ——
2 sin 5
Ekkor azonban a mért részecskén szordédo foton
€
~ 2—sin —
A 2

nagysagu impulzust ad at a részecskének, ekkora lesz tehat Ap,. Ezzel
AzxAp, =~ h

Az energia-id6 hatarozatlansagi relacié.

Bohr-Einstein-vita.

33. abra. Albert Einstein és Niels Bohr a briisszeli Solvay konferencidan
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Gondolatkisérlet a dobozba zart sugarzassal.

34. abra. Az energia és id6 kozotti hatarozatlansagi relacié ,,megkertilésére” Einstein altal javasolt
szerkezet (Bohr rajza)

A mutato helyzetének Ax pontossagi meghatarozasa

mértékl pontatlansagot okoz a doboz impulzusaban. Ha a mérlegelés idotartama 7', akkor a dobozra
hato erében ez

Ap h
AF =— >
T — 2T Ax
pontatlansdghoz vezet. Emiatt a tomeg mérése legfeljebb olyan Am pontossagu lehet, melyre
Amg = AF,
azaz 5
Am >
= 29T Ax
Az energia bizonytalansaga ezzel
hc?
AE = Amc® >
me = 29T Ax

Masrészrdl azonban az altalanos relativitaselmélet szerint Az nagysagi elmozdulas g nehézségi gyor-
suldshoz tartozé gravitdcids térben T'id6 alatt az 6ra olyan AT nagysédgu sietéséhez (vagy késéséhez,
az elmozdulds irdnyatdl fiiggéen) vezet, melyre

A

AT T.

c2
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Emiatt a hely mérésének hibdja és a mérés véges idotartama az id6 mérésében hibdhoz vezet. Az
eloz6 két Osszefliggésbol Ax -et kikiiszobolve kapjuk, hogy

h

>
AEZ o8 T

osszhangban az energia és id6 kozotti hatarozatlansagi relacioval.

4.1.6. A fizikai mennyiségek kozépértékének idébeli valtozasa. Az Ehrenfest-tétel

d - d A d d
96— <o >= (£<w|)0|w>+<w| \w>+<w0(aw>)
d
%O——<¢|H0W)>+<¢I |¢>——<¢|OH|¢> <1/J| |¢>+ < ¢|[H, 0] >
A koordinatara és az impulzusra alkalmazva:
e = L <yl >
i
d 7 .
— P = — H.$
P =5 <VIH,pllY >
Ha
NP V(i
1.7 = 57 ==
és )
[H,p] = [V(F),p] = ihVV(F) = —ihF(7)
ezzel
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4.1.7. Szabad tomegpont mozgasanak kvantummechanikai leirasa

frjuk fel a

Schrodinger-egyenlet megoldéasat négydimenzids Fourier-integrél alakjaban (az dltaldnossagot ez nem

csorbitja)!
) = / dw / dk, / dk, / dk.1p(w, k)eitikr

Az egyenletbe behelyettesitve

Y x * Rk - "
/ dw/ dkx/ dk}y/ dk. (_hw + 5 ) w(w’ k>efzwt+zk:r -0
—00 —00 —00 —00 o

Ez csak ugy teljesiilhet, ha
~ h2k?
k)xd|—hw
k) o8 (<ho 7o)

(az ardnyosséagi tényez6 k fliggvénye lehet) ezért az dltaldnos megoldas

o) e’} [e%¢) hk’zt .
Y = dk, dk, dk,f(k)exp | —i 5 + ikr
—00 —o0 —0o0 H

Ez sikhullamok szuperpozicidja.

27.2 2
2u 2u

Dirac-deltara normalt sikhullamok (ezek egyben staciondarius dllapotok, energia- és impulzus-sajatallapotok
is) koordindtareprezentacioban:

Val6ban,

Tovabba

70



/d3r¢p(r)¢p/(’l°) =0*(p—p')

miatt

Itt 6°(p) = d(px)d(py)d(p2).
Matematikai kitéro:
Legyen f(x) valds fiiggvény, melyre
/ def(zx) =1
o1 T
ow) =l oo (z)

Ekkor
Barmely Dirac-deltara vonatkozé azonossagot ennek az oOsszefiiggésnek az alapjan lehet elvégezni.
2
VT =27 (k)

2 k2
) "1 = lime 12
la

Példa:
/ dre™™* = lim dxe® Te=" — lim dxe™ (o-izez
oo a—=0 J_ o a—0 J_ a—0
A hullamfiiggvény impulzusreprezentaciéban:
2r\? . /D pt
3 *
Ulp.t) =< vl >= [ drog(ryutr) - (g) £ (5)exp (—ﬁ)
2
.pt .pr
7 +1 7 )

/ d’pi(p,0) eXp( o

ol

ezzel
Y(r) = )

ha¢+ﬁw:0

Interferencia.
4.1.8. A kvantummechanika kapcsolata a klasszikus mechanikaval
i Ot

2

Klasszikus hatareset: az a tavolsag, amin a potencial észrevehetoen megvaltozik, sokkal nagyobb a

hulldmhossznal (v.6. geometriai optika, eikonal-egyenlet)
. S(z,y,2,t)

1/] = A($’y7 Z? t)ez h
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2

Itt A és S valos fiiggvények (amplitudé és fazis)
h h
(VS) + —AAS+ —VSVA - —AA +VA=0

AE)S L F h@A A
at 1 825 204 i
A valos és képzetes részeket szétvélasztva
88 1 h?
ANA =
875 (VS) oA +V =0

A 1
a—+ AASJr VSVA—O

ot
h — 0 esetén a Hamilton-J acobi—egyenletet kapjuk
A hullamfiiggvény szétfolyasa
Szabad mozgast végzo részecske
1 %t pr
t) = d? 0 —— i
T (%h)g/ pY(p, )eXp( ot h)
Legyen
1 r? por
0) = P
¥(r,0) (QWUQ)% exp( 402 T h )
Ekkor
_ 3 pry _ (20°\1 (p — pv)
»(p,0) = anh /d ri(r,0) exp( z7> = (W) exp< 2
és
-3 2i0%yw ) >
xp | — —
i h?
4 <a2 + 2%)

t)y=12 —
(r,t) ( i (O’+ S0
Kaotikus rendszerek a klasszikus mechanikaban: kettés inga, Szinaj-biliard, 16kdésott rotator
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5. hét

5.1. Az elektronspin nemrelativisztikus elmélete

A sajat impulzusmomentummal is rendelkezo elektron teljes impulzusmomentuma az L palya-pulzusmomentum

és az S spinmomentum Osszege.
5.1.1. Az impulzusmomentum sajatértékproblémajanak algebrai megoldasa
[jk, jl] = iheklmjm
[jk,fﬂ =0, JS=J+]+ ]
Legyenek a |7, m) normalt allapotok J, és J? kozos sajatallapotai.
J.1j,m) = J.(m) |, m)

J2|3,m) = J2(5) |4, m)

J2(j) = g (g + 1) n

valamint
k k k

J(m)=mh, m=— —S4q. "
(m)=m m 5 2+ 5

J? sajatéllapotainak j indexét szokdsosan a % szammal azonositjuk.

5.1.2. Az elektronspin operatora és sajatérték-egyenlete

~  h(f0 1
%=5(40)
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A z komponens sajatértékei

MS — ith
z 2Me
A teljes magneses momentum
M, = ME+ M5 = —;—e(m +2s,)
He

5.1.3. Impulzusnyomatékok Osszeadasa: a teljes impulzusnyomaték
J=L+8
L ¢s 8 kiillonbozé Hilbert-téren hatnak, ezért egymadssal feleserélheték.

[jk, jl] = ihEklmjm

. 77 =0, j2:(i+§>2:£2+é2+i+ﬁ+£§+

A

[ﬁk, f/l] = thegmLm
[zk, EQ] —0
[Sksl} = ihEsimSim
[Sk, 32] —0

Egymassal kolecsonosen felcserélheté operatorok:

vagy S
J., J*, L*, S?

Mindkét operatorhalmaz sajatallapotai ugyanazt a Hilbert-teret feszitik ki.
Az els6 esetben a kozos sajatallapot-rendszer

|l7m78782’> - |l7m> ®’8782>

Ekkor A
L*|l,m,s,s,) =11+ 1)A*|l,m, s, s.)
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L. |l,m,s,s,) =mh|l,m,s,s,)
S lm,s,5.) = s(s+ 1)h*[1,m, s, 5.)
S'Z |l,m,s,s.) =s,h|l,m,s,s.)

Végiil J, sajatértéke MHh, ahol
M=m-+s,

A péalyamomentum esetén koordinatareprezenticiot, a spinmomentum esetén impulzusmomentum-

reprezentaciot hasznalva:
11 Yim (9, )
l _ = = ’
9 m? 2 9 2 > ( 0

| J, M, 1, s)

A masodik esetben a sajatallapotok

ami azt jelenti, hogy R
JEJ, M, s) = J(J + 1R | J, M, 1, s)

J.|J, M, 1,s) = MK|J, M, s)
L2|J, M1, s) =1(L+1)h?|J, M1, s)
S2|J, M, 1, s) = s(s+ 1)h*|J, M,1,s)

Adott [ és s esetében mi lehet J értéke?
Ha M = -1 —s:
1L, =l,s,—s) =|J,=J,l,s) , J=Il+s

Ha M =—-l—-s+1:
|[l,—=l+1,s,—s) és [l,—l,s,—s+1)
ugyanazt az alteret feszitik ki, mint
|J,—J+1,1,s) ,ahol J=1+sés |J —Jl,s) ,ahol J=1+5s—1

Ahogy M-et noveljiik, a lehetséges sajatallapotok szama mindaddig névekszik, mig M + 1 + s <
2min(l, s). Minden tjabb allapot djabb lehetséges J értéket jelent. A legkisebb lehetséges J ezek
szerint
Jmin =L+ s —2min(l,s) = |l — s
tehat J lehetséges értékei
J=l—s|,l—s|+1,..,1+s
Valoban, az allapotok teljes szama

i (27 +1) = (20 + 1)(2s + 1)

J=|l—s]|
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5.1.4. Az elektromagneses térben mozgd elektron Hamilton-operatora

E elektromos és B magneses térben mozgo klasszikus tomegpontra a
F =q¢(E+vx B)

Lorentz-er6 hat. Ha bevezetjik az A vektorpotencialt és a ¢ skalarpotencialt a

B=VxA
. A
E=-V¢— —
¢ ot
osszefiiggésekkel, akkor a Hamilton-fliggvény (az energia a koordinédtékkal és impulzusokkal kifejezve)
— gA)?
24
Ennek mintdjara a kvantummechanikédban
N\ 2
. (p - qA> .
H = +q9
21

7



Mértéktranszformacio:

o
A — A+VE, ¢ — ¢_8_§

Toltott részecskének az elektromagneses térrel vald kélesénhatasa a mértékelméletek (v.6. stan-
dard modell) dltaldnos sémdja szerint is szarmaztathatoé:

e Adott egy anyagi rendszer egzakt globalis szimmetriaja. Jelen esetben ez a szimmetria a komp-
lex hullamfiiggvény fazisanak tetszéleges megvalasztasat jelenti.

w N weizs

e A globalis szimmetria lokalissd teheté (most § = d(r,t)), ha a derivaltakat mértékterek be-
vezetésével kovarianssa tessziik. A fazis derivaltjat a mértéktér mértéktranszformaciéja kom-
penzélja. Jelen esetben a mértéktér a négyespotencidl (a skaldrpotenciél és a vektorpotencial).

0

A _
V->V+QA, 5

0
=5 W
(Itt @ = —ig/h a q toltéssel ardnyos mennyiség.)
(V + QA) ¢ei6(r,t) _ (Vl/}) i0(rt) + @/Jeié(r’t)iV(;(’r, t) 4 QAQﬁei(s(r’t)

= (Vw +Q {A + éVd(r, t)} w) id(r)

o A mértéktér fizikai mezd. A lokalis szimmetria kovetelménye tehat egyértelmiien meghatarozza
a mértéktérrel valo kolecsonhatast.

A vagy B a fizikailag 1étez6 mez6? Az Aharonov-Bohm-effektus.
Interferencia két résen:

e Elektromagneses tér nélkiil az interferalé hullamok legyenek ) ill. 1)5. Kozelithetjiik ezeket
pl. sikhullAmmal:
wl — ezklr wQ — ezkgr
ahol k; és ks, nagysaga azonos, irdanya kiilonbo6zo.
e Bekapcsoljuk a magneses teret. Tegyiik fel, hogy a toltott részecske a tér nem egyszeresen

Osszefiiggd tartomanydban mozoghat ugy, hogy ott a magneses indukcié nulla. A kozbezart
tartomanyokban van magneses indukcid, ezért egy ilyen tartomény koriil integralva

j{Ads—/VxAdf_/Bdf;éO

Ez éppen a méagneses fluxus.
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e Midgneses tér jelenlétében v exp <z% f:{; Ads) ill. 1)y exp <z% frt) Ads) lesznek a megoldds. A
hullamok faziskilonbsége
%wa

Ahol B nullatol kiilonbozik, ott a részecske megtalalasi valoszintisége nulla. A magneses tér
jelenléte mégis mérhet6 valtozast okoz.
Fluxuskvantalas szupravezeto gytiriben: a szupravezetd belsejében mind az elektromos, mind a

magneses tér nulla. Emiatt a magneses tér bekapcsolasakor a faziskiilonbségek csak 27 egész szamu
tobbszorosével valtozhatnak:

értékkel megvaltozik.

%j{Ads = 2nw

(¢ = —2q. a Cooper-péarok toltése)
Fluxuskvantum:

h
2q.

(I)OI
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5.1.5. Az elektron allapotegyenlete. A Pauli-egyenlet

~ 1 q2 ~
H=_—p*— = (pA+ Ap) + —A?
5,0 g, (PA+ p)+2u +q¢
pA — Ap = —ihV A
Homogén magneses térben
1
A=-Bx
5 r
irhat6. Ekkor VA =0 és
H:iﬁQ—iB(rxﬁ)—kq—Q(er)QJrqug
20 21 8

= iﬁQ—iBﬁJrq—Q(B x )%+ qé
21 20 Su
SR e ~rL ¢ 2 2
H=_—p"—-BM"+ —(Bxr)" +q¢
21 3
A spinnel kapcsolatos magneses nyomatékkal egytitt:

1 . . 2 .
H:—f)Q—B<ML+MS> +q—(B><fr)2+q¢
21 8
azZaz
H= in—iB (i+2$‘) +q—2(B x )2+ qo
20 21 8
Pauli-egyenlet:
hov 2 0 (e A 7 , .
2 = AU LB (L+28) v+ L (Bxr) W - ghw =0
i Ot 2u 24 * " 8pu ( ") 1
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Spin-palya kolcsonhatas:

_nS (Y
B,=M (g x E)
d
F--vo--1%
rdr
1 do d¢
E,, =— —M*5 —
b wue?r dr (pw x7) wue?r dr
MS=1g
o
q do s
E,, = —SL
P p2c2r dr
Helyesen (Id. Dirac-egyenlet):
q do gz
E,, = —SL
P ute?r dr
AT S (Lv28) L Wap, L
O 2u 2u 2u2c?r dr 8
Behelyettesitve az elektron ¢ = —q. toltését:
F—-pitop (Do) - b Dgp,
2 2u 2u2c?r dr 8
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6. hét

6.1. Alagut-jelenség
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7. hét

7.1. Perturbacidészamitas

Az idofiiggd vagy idofliggetlen Schrodinger-egyenlet gyakran nem oldhaté meg egzakt, analitikus
formaban. Emiatt nagy jelentGsége van a kozelité ill. numerikus megoldasi médszereknek. Az egyik
legelterjedtebb és legtobbszor alkalmazott kozelité megoldasi eljards a perturbaciészamitas (,,per-
turbdcié” ="kis zavar”). Ilyenkor a megoldandé feladat megoldasat valamilyen - lehetéleg attol csak
kevéssé kiilonbozé - masik, egzaktul megoldhaté probléma ismert megoldasabol kiindulva keressiik.
Ez a mdédszer sokszor hatékony, ha az ismert kiindulasi feladat és a megoldand¢ feladat megoldésai
hasonlé jellegliek. (Més esetekben el6fordul viszont, hogy a megolddsok jellege alapveten eltér.
Emiatt nem lehet pl. a kolcsonhatas perturbativ figyelembevételével eljutni a szabad elektronok
probléméjanak megoldasatdl a szupravezetés jelenségéig.)

7.1.1. Idofiiggetlen perturbaciészamitas

Tegyiik fel pl., hogy ismerjiik a HO Hamilton-operator sajatérték-problémajanak teljes megoldasat,
azaz a

O |g0) = BO |60)
sajatérték-egyenletet kielégits B\ sajatértékeket és ’¢£?)> sajatallapotokat. Keressiik a H = H© +

H® Hamilton-operator F, sajatértékeit és |¢,) sajatallapotait. Bevezetjiik az e perturbécids pa-
ramétert és feltételezziik, hogy a H(¢) = H®+e¢H ™ Hamilton-operdtor sajatértékei és sajatfiiggvényei

e-ban analitikus médon mennek &t ES)-bél E,-be ill. ¢$P)>-bél |$,)-be, ha e 0-t6l 1-ig valtozik

(Iithatéan H(e = 0) = H© és H(e = 1) = H). Ekkor a
H(€) [6a(€)) = Ea(€) |dnle)

sajatérték-egyenlet mindkét oldalat az e perturbaciés paraméter szerint Taylor-sorba fejtjik és a
sorfejtés egyes rendjeiben a sajatérték és a sajatallapot sorfejtési egyiitthatoira adodd egyenleteket
sorra megoldjuk. FEzzel megkapjuk FE,(€)-t és |p,(€))-t € szerinti Taylor-sor formajaban, melybe
e = l-et helyettesitve kapjuk az eredeti sajatérték-feladat megoldasat. Ha a teljes Taylor-sort si-
keriil meghatarozni, és az konvergens az ¢ = 1 helyen, akkor a megoldas egzakt. Gyakorlatban
tobbnyire a sor egyes rendjeit vagy egyes tagok jarulékainak teljes sorat lehet meghatarozni, ezért a
perturbacioszamitas kozelité modszer.
A fent lefrtak alapjan kiszamitjuk a sajatértékek és a sajatéllapotok két elsé korrekcidjat.

E.(e)=)Y EVe =E" + EVe+ EPe + .
=0
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[pu(e)) =D € |60 = [6) +e|o)) + € o) +

(A + €Y (o) + ¢ o) + € o) + ) = (B + B+ BDE +.) (|612) + e o) +€ o) +.)
Nulladrend:
HO |60) = B | 00)
Els6 rend:
(O = EO) | o) = B [67) = A0 |o)
Masodrend:
(HO — EO) [6@) = ED [6®) + ED |¢D) — AD |¢0)
k-adrend:

(H® — EO) [P} = (alacsonyabb (0, 1, .., k-1) rendfi jarulékok)

A nulladrend megoldasat feltevés szerint ismerjiik. Tegyiik fel, hogy csak kotott allapotok vannak
és azok 1-re normaltak:

(o0 |69) =1

Az els6é rend megoldésa:

-lal szorozva a baloldalon nullat kapunk. Ez meghatérozza gy

OIPON

j # n). Feltéve, hogy EY E,SO), ebbol megkapjuk
J

e Az egyenletet balrdl <¢£LO)
értékét:

B = (o

e Az egyenletet balrdl <¢§,O) )

a <¢§O) 9257(11)> vetiiletet:
© ) (0)>
o0 [p) = B "
J n E(O) _ E7(10)

J

A <¢5B>

tényezo tetszéleges voltanak kovetkezménye), ezt nullanak valasztjuk. Ekkor az allapot norméja
els6 rendben valtozatlan.

¢£L1)> vetiiletet az egyenlet nem hatdrozza meg (ez a hatdrozatlansig a normaldsi
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o Mivel

¢§0)>—ok teljes rendszert alkotnak,
(]

o) = =2

o)

A magasabb rendek egyenleteinek megoldédsa soran ugyanezeket a lépéseket kovetjik. Ilyen médon
kapjuk az energiasajatérték méasodrendl korrekcidjara:

O 7@ | @\
&, ‘H ]¢n>]
@ _ ‘< J
En o Z E(O)—E,(lo)

J#n J

Az alapallapot esetén ez mindig negativ.

7.1.2. Idofiiggetlen perturbacidészamitas elfajulas esetén

Elfajulds (degeneracio): kiilonbozo sajatallapotokhoz tartozé sajatértékek egyenléek. Véletlen elfa-
julds és szimmetridval kapcsolatos elfajulas.

Legyenek az EV hoz tartozé (ortonormalt) elfajult allapotok ‘¢£L(2>—k, tehat
O 4 = 50 |40)

Természetesen a nulladrendii egyenletet a ‘ q57(102> allapotok barmely linearis kombinacidja is kielégiti.

A perturbaci6 (azaz H)) megsziintetheti a degeneraci6t, tehat a |¢,,) allapotokhoz kiilonb6z8 B, ;
energidk tartozhatnak. Ekkor az e — 0 hatéresetben az | ¢, ;(€)) dllapotok jél meghatarozott linearis
kombinaciokat valasztanak ki. Legyenek ezek

‘¢n,i(0)> = Z Q5

o))

Itt a;; unitér métrix, mérete az elfajult sajatértékhez tartozo linedrisan fiiggetlen allapotok szamdéval
egyenld. Az energiaszintek és energidk sorfejtése e szerint:

Eni(€) = BV + ElJe+ E)E + ...

| 6ni(€)) = [0ni(0)) +€

o) + €

o + .
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A sajatértékegyenlet e-ban elsé rendi korrekcidja:

(HO = B) [64)) = EL160a(0)) = HY [60:(0))

Szorozzuk meg ezt balrdl a <¢7(103

allapottal! Az egyenlet baloldala eltlinik, a jobboldalbdl pedig

7(1)

S (o] i

k

¢£LOL> a = E.)

n,i Qij

Lathatéan B!} a { 6\

HO qbgloi matrix sajatértéke, a;; pedig (rogzitett i-re) a sajatvektora.
Hidrogénatom elektromos térben: a Stark-effektus

~2 2
- & Bz
2u  Amegr

Elrve'w “

35. dbra. A linedris Stark-effektus. Johannes Stark (1874-1957)

A hidrogénspektrum finomszerkezete

A Hamilton-operator a vezetd relativisztikus jarulékokkal (magneses tér nélkiil):
- 2 dop 4+ ! h* d¢ O
H=—"N_—gp— 1 Ao g3 P gh” d$ 9
241 2u2c?r dr 8udc?  4prc dr or

Itt ¢ = q/(4meg)1/r.
Atomi egységekben:



Itt o = ¢?/(4meg)/(hc) =~ 1/137 a finomszerkezeti &llando.
Energiasajatallapotok nulladrendben:

Gram(T)X(82) = Rt (1) Yim (9, 0)x(82)

Elfajult perturbaciészamitas.
28L = J? — L* - §?

Uj impulzusmomentum-sajatallapotok:

|J, M, l, § >= Z CJ’M,Z,S,SZ}/E,M—SZ (197 QO)X(SZ)

Sz

A perturbal6 operator diagonalis az

Rn’l(’f‘”(], M,Z,S >
bazison, tehat az energiasajatérték elsé korrekcidi a diagonalis matrixelemekkel egyenldk.
1 <1 1
— = —R? (r)ridr = =
r r n,l( ) TL2

I 1L, 1
_— = —_ d = —
72 /0 72 By (r)rdr n3(l+1/2)

Végiil

1 a? 1 3
E=—— = (- _ 2
2n2 203 \j+1/2 4n
7.1.3. Idofiiggo perturbacidoszamitas

A (0 + 100 1)

Mint az idofiiggetlen esetben, ezittal is bevezetjiik az € perturbacios paramétert és az

oY)
ot

egyenlet megoldasat e szerint sorbafejtjiik:

[0) =[O +e|pM) + .

th

(8O +eAO @) )

i
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Nulladrend:

TG
m% — H©O ‘¢(0)>

Megoldas:

[00) = 30w (~i5) 11

k

Itt |n) az n-edik energia-sajatéllapot:
H |n) = E,|n)

Els6 rend:

(ing; )w )= HOW]00)

Keressiik a megoldast

‘ 1>> — Z t) exp (—@%) |n)

alakban! Az egyiitthatokra kapjuk:

E,—E,)t
D (t Z,ﬁ (n| HY |k)exp( %)
k

Véges ideig haté periodikus perturbécio:

St |

- tiwt
) ) ISe ha0<t<rt
AT () { 0, hat <0,t>71

Ekkor

(1)(t):%zcz(€0)<n|l%|k 1—exp[ <(En )iw> ]
P

o (E” B+
Legyen kezdetben (¢ < 0) a rendszer az m-edik staciondrius allapotaban:

0)
’({; _5km

Ekkor
1—exp[ ((E"—hEm)j:w> }

(En _Em)
e +w

e (t) = = (n| K |m)

St =
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Atmeneti valészinfiség a perturbdcié hatdsara (a kezdeti m-edik staciondrius dllapotbdl a végs6 n-edik
allapotba):
5 sin? [% <@ + w) T]

2
1 [ (En—Em)
HEED)

Won(r) = [0 = 75| (n

® gin?x
—dr =,
o T
wT > 1 esetén

e [} (50 x0) o] st [3 (B )], HEELA)
[% ((En%Em) + w)] [% (@ + w) T}

K|m>)

Mivel

Ezzel 5
Wi (7) = % K> 76 (B, — Epp % hu)

Lehetséges atmenetek:
abszorbcié:
E,+h=F,

(indukalt) emisszié:

E,=F,+hvw

Spontan emisszio.
Folytonos végallapotok esetén:

2
W (r) = % |\ Kp|? 7p (B £ hiw)

7.1.4. Elektromagneses sugarzas kolcsonhatasa atomokkal

(i)

O L B
24
Coulomb-mértékben (VA = 0):
52 2 2
=t A | Oepp G g
2u  Amer  p 20
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HO — ﬁ _ q_f
2u Amegr

2 Qe ~
HY = X Ap
I
Elektromagneses hullam:

A = eA, COS(k’I" — wt) — 56140 (e—lkrezwt + ezkre—wt>

Ennek megfeleléen az elektromos térerésség

0A

B=—5

= —eAgwsin(kr — wt) .

Az idéfliggés levalasztasaval kapott K operator matrixeleme:

_ QeAO

Ko = (n] K |m) = %5

e(n|p|m)

Mivel

~

[ﬁf@),ﬁ} — _in?,

irhatjuk, hogy

g A PR iq. Ao By — Epy .
Koun = “52e (] [HO, 7] m) = 202020 (] (er) | m)
Legyen e y irdnyt, ekkor
0 A
Knm = Zq2 Ownmynm .

Kivalasztasi szabalyok:

Mivel r szogfiiggése Yip-lal ill. Yiiq-gyel ardnyos, y,m, ill. (n| (er)|m) az impulzusmomentum-
Osszeadas szabalya szerint akkor lehet nulléatél kiillonb6z6, ha a kezdeti |m) és a végs6 |n) allapotban a
mellékkvantumszam azonos, vagy egységnyivel kiilonbozik. A paritds miatt azonban a mellékkvantumszamok
nem lehetnek azonosak sem. Ebbél az kovetkezik, hogy (els6 rendben) csak az

==

atmenetek lehetségesek.
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7.1.5. A torésmutaté kvantumelmélete
Emlékeztetd (klasszikus elektrodinamika):

OB
VxE-_22
% ot

VB =0
oD

GOC2VXB:jk+E

VD=p
D = ecyFE
D=¢E+P
P: polarizacié, a térfogategység dipélmomentuma

P = ¢y E

e=1+x

Atom dipélmomentuma:

Np
P—l_N_ﬁE
3e0

NB

X = eoNﬁ
3eo
n*—1 Nf
n2+2 3¢
Han~1: N
n2—1+—5
€o



ill.

n=1+—"F—
260
Az B atomi polarizalhatésag kiszamitasa:
. ,l'AOqe ei(wnm-l—w)t ei(wnm—w)t .
Ut)) =|m)e ™™ — —=N  WunYnm + nye nt
(1)) = m) S e R rd L0

n

A dipélmomentum y-komponense:
- wnmqe \ynm!
dy = qe (V] y | V) 7 Z L,

amibdl az atomi polarizalhatésag

h Z anqe E/zjﬂj
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8. hét

8.1. A kvantummechanikai tobbtestprobléma. Atomok és molekulak elmélete
8.1.1. Sok részecskébdl allé kvantummechanikai rendszer leirasa

U =W (t, 21, Y1, 21y s TNy YN ZN; S15 -y SN)
ov
ih— = HU
ot
H=E,+V+U
Ey: kinetikus energia, V: potencidlis energia kiilsé térben, U: részecskék kozotti kolesonhatdsi

energia
N

N h2
Ek = Z —Q—MAI
=1

N N
~ ~ ~ ~ 1 ~
U=U(ri—1r2) +Uss(ri —1r3)+ ...+ Un_1,n (PNo1 —Ty) = 5 Z Z U (7. — 71)

2
- M =1 k=1 1=1,i%k

Id6fiiggetlen Schrodinger-egyenlet (v.6. stacionarius allapotok):

[Z——Al+ZV ) Z Z U ( Tk—"“l)]d) L)

2
- “H 2402 1,12k

=1 (21, Y1, 21, TN, YN, ZN; S1, ---, SN ): energia-sajatéllapot.
A Hamilton-operator nem fiigg a spinvaltozoktdl, ezért az energia-sajatfiiggvény szorzat alaku:

w (xlayla 21y oy TNy YN, ZNj S1, "'75N) =0 (xlayla 21y TN, YN, ZN) X (517 -"75N)

ahol




8.1.2. Azonos részecskék és a Pauli-elv

§e = (ks Y 21y Sk)
Vz‘ (fz) = V (fz)
Ijjkﬁ (§j7 gk) = Ij (§j7 gk)

Azonos részecskék megkulonboztethetetlenek:

e a hatdrozatlansagi relacié miatt nem lehet Oket nyomon kévetni és igy korabbi onmagukkal
azonositani, igy egyediségiik megsziinik

e czzel 0sszhangban semmilyen mérhet6 mennyiség varhato értéke ill. mért értékének valdszintisége
nem valtozik, ha két azonos részecskét a rendszerben felcseréliink.

e ez utébbi azt jelenti, hogy azonos részecskék rendszerének hullamfliggvénye két részecske fel-
cserélésekor csak egy konstans, egységnyi abszoltt értéki K = e’ komplex szdmmal szorzédhat.

(mla"'aglvgka"'agN):K\P(xlv"wé-kagl?"'agN)

(Il,.. gk,fl,...,&v) :K\Ij(fpl,...7€l,€k,...,€]\[)

(ZL’l,.. gl,é—k,...,é-]\[) :KQq/(l’l,...,&,gk,...,gN)

Tehat
K’=1= K=+=1

Tehat azonos részecskék rendszerének hullamfliiggvénye két részecske felcserélésekor vagy nem valtozik
(bozonok [foton, m-mezon, K-mezon stb.]),

(1’1,.. fl,fk,...,g ): (ZEl,.. fk,fl,...,fN)

vagy el&jelet valt (fermionok [elektron, proton, neutron, kvarkok, neutrindk stb.]).

(wla"'7€l7£k7"‘7€N) :_\Ij(xla"wgkagla"'?éN)

Azonos részecskék energiasajatéllapotai kolesonhatdsmentes esetben (perturbédcidszamitds nulla-
dik kozelitése, ha a részecskék kolesonhatdsat perturbéciénak tekinthetjiik):

N
O =3 O
=1
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Itt H(I) az l-edik részecske Hamilton-operatora:

R A2
O = —ﬂﬁz + V(&)

Ha
HOD)r(&) = Exor(&)
akkor
]{](0)1/, = B
megoldasa:
V= 01, (§1)Pry (&2) - - - Dy (EN)
és

E=FE, +E,+...+ Eg,
Ugyanehhez a sajatértékhez tartozik a

Dy (§2)Dhy (1) - - - Phyy (E)
sajatfiiggvény is, vagy altalaban
¢k1 (£j1)¢k2 (53'2) s ¢kN (é-jN)

ahol 71, 72,...,Jn az 1,2,..., N szamok permutacidja.
Szimmetrikus hulldmfiiggvény (bozonok):

Y= Z ¢k’1 (&1 )¢k2 (5]’2) <o ¢k‘N (szv>

J15J25+-JN

Antiszimmetrikus hullimfiiggvény (fermionok):

v= D (=D 0 (&) (Eh) - ban (Ei)

J1,J25- N
Itt P a permutdcié parossiaga (hany par cseréjével lehet az adott ji,ja,. .., n permutécidt az
1,2, ..., N sorrendbél megkapni). Ez éppen a determinans definiciéja.

Slater-determinans (normaldsi tényezével):

O (§1) Ok (&2) - On(EN)
L ¢k2 (61) ¢k2 (§2> B ¢k2 (gN)
V/N! : : :

Py (§1) Prn(§2) - Dry(En)

U=
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36. abra. John Clark Slater (1900-1976)

Eqgy technikai részlet: Hartree-féle atomi eqységek A héjszerkezeti szamitasokat attekinthetébbé teszi,
ha az egységrendszert a kovetkezoképpen valasztjuk:

o tomegegység: elektrontdomeg (m, = 1)
e hatds egysége: 2m-vel osztott Planck-dllandé (A = 1)

e clektromos toltés egysége: elemi t6ltés (g, = 1)

e clektromos kolcsonhatas egytitthatéjanak egysége: Coulomb-allandé (ﬁ =1)

Ezek segitségével minden egyéb mennyiség egysége egyértelmiien megadhato. Pl.
e cnergia egysége:

4
RUE

re)?l2 ~ 27.211385 eV = 4.35974417(75) x 107 J
TEQ

e tavolsag egysége:

Amegh?
qzme

= 0.052917721092(17) nm = 5.2917721092(17) x 10~ m

e idO egysége:

47eg)?h3
Urmeo)'h” _ 2.418884326505(16) x 10717 s
qeme
e sebesség egysége
% 6 1
—— = 2.1876912633(73) x 10° —
4meg S
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e gyorsulas egysége

6 2
qoMe 29 M
——— =9.044216126(42) x 10** —
(4dmeg)3h? (42) S
e impulzus egysége:
2

qeMle —24 kg m
= 1.992851882(24) x 10~ * ——

4megh (24) S

e impulzusmomentum egysége:
h=1.034x107** Js

Ezek egyben az atomokat jellemz6 fizikai mennyiségek nagysagrendjei. A hidrogén alapallapoti ener-
1

gidja pl. atomi egységrendszerben —3.
8.1.3. A héliumatom
. I‘,-LZ 2 2 h2 2 2 2
A, 4e N Ny — e I e
21 Admeqry  2u dmegry  Amegrin

T2 = |’I°1 —""2|

Az energia-sajatértékek és sajatfiiggvények meghatarozasa perturbdcidszamitassal:

. h? 2q° h? 2¢°
HO = —— A, — % _ — Ny — Qe
21 Admegry 21 Amegrs
2
J (O ——r
47T€0T12
Atomi egységekben:
. 1 2 1 2
HO = A -2 A, — =
2 1 2 T2
go_ 1
T12

Nulladrend megoldas:

\11“”:% zgg; jggg = (60 (E)60(E) — (€)6n (&)

\V)

Alapéllapot:
VO = g100(r1)dr00(r2) —= (a(51)B(52) — Bls1)a(ss))

5
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Alapéllapoti energia:

EO = 4

Az alapallapoti energia korrekcidja:

- 5
D — (O g gy - =
(W] 4O w0) =
Els6 kozelitésben tehat az energia —2.75 = —74.83 eV. Az els6 ionizacids energiara ezzel —2.0 +
2.75 = 0.75 = 20.41 eV addédik. A mért érték 24.587387936(25) eV.
8.1.4. Kozelit6 modszerek atomok és molekulak energiaszintjeinek kiszamitasara
Variacios eljaras
Ha |U) tetszéleges normalt allapot és Ey az alapéllapot enegidja (legkisebb energiasajatérték),
akkor

(W] H W) > E
Ha ui. |¥)-t a |®,) energiasajatallapotok szerint kifejtjiik,
|0) = Z Cn | Pn)
n=0
és ezzel

(U| H | D) Zchk O H ) =D Y euBid =Y |e’E; =Y |ej|*Eo = Eo
J k J J

Ha tehét a | ) allapotra feltételeziink valamilyen, szabad paramétereket tartalmazo koordinatareprezentacidébeli
fiiggvényalakot (Ansatz-ot), és a paraméterek fliggvényében minimalizdljuk az energia varhaté értékét
ebben az allapotban, akkor az alapéallapoti energia ill. az alapallapoti hullamfiiggvény egy kozelitéséhez
jutunk (Ritz-féle varidciés médszer).
Variacios kozelités a héliumatom alapéllapotara:

(32

P100(7) = ﬁe_m

Ezzel az energia varhaté értéke

s ? , 27 27\* /27’
k2 — 4k K=K ——k=|k——=| — | —=
8 8 16 16

A minimum értéke — (%)2 = —2.848 = —77.49 eV (kisérleti érték: —78.95 eV), az els6 ionizacids
energia pedig 0.848 = 23.07 eV. A mért érték 24.587387936(25) eV.
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37. dbra. Walter Ritz (1878-1909). A Ritz-féle varidciés mddszer mellett az 6 nevét 6rzi a hidrogén
spektrumvonalait megadé Rydberg-Ritz-formula is.

Hartree-Fock-kozelités

A variaciés modszert alkalmazhatjuk més mddon is: fliggetlenrészecske-hullamfiiggvényt irunk
fel (Slater-determinéns), melyben az egyrészecske-hullamfiiggvényeket az energia varhaté értékének
minimumabdl hatarozzuk meg.

38. abra. Douglas Rayner Hartree (1897-1958) és Vlagyimir Alekszandrovics Fok (1898-1974)

Z rendszamu atom Hamilton-operatora:
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A Slater-determinans kifejtésekor fellépo tagok az energia varhaté értékének kifejezésében:

[ [da.. [dev @) #0056 (~500 - 2 ) dul€)Bula)- Byl

_ ( [ e ) <——A1 - ?) o, (&)) ( [ e @;(@)%@)) ( [ ez @;Z(£Z><I>kz<£z>)

Itt [d¢; = [ dPr; >, Az egyrészecske-dllapotok ortogonalitdsa miatt a fenti tagok jaruléka

Z/dg B (£) (—%A - %) By (£)

Az elektron-elektron kolcsonhatas energiajaruléka:

/ e, / dé, .. / des ®,(€)0,(6) .-, (67)— <I>k1<&><1>k2<52> B, (£2)

( [t [ da o @060, <£1)<I>k2<§2>) ( / & @;(53)%(53)) ( | e @;Z<§z><1>kz<5z>)

Az egyrészecske-allapotok ortogonalitdsa miatt a fenti tagok jarulékai a

7—1
gy [ déa |®;(&) !—Iq’(ﬁ)\
]:2;/ 1/ 2 1 k(82
Coulomb-integrélok és a
z j-1
d&y | d&» 5(&)Pi(82) — @(5) i(&2)
;k 1/ 1/ 2 1 2 k(S1 2

kicserélodési integralok. A Hartree-Fock-egyenleteket a teljes energia @ szerinti variaciéval kapjuk

[ 128 =1
mellékfeltétellel:

(—%A—%) <I>n(§)+§/d€’ 'f;’“fg;f Z/dg 2 r,, 2EE) g, () = Authal)

k#n
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Itt A\,-ek Lagrange-multiplikdtorok. Az energia

Z Z j—1 1 Z j-1 ) ) 1
B3 ( > [ [ de el imer =305 [ da [ de e e

Alkalmazasok: atomok, molekuldk, szilardtestek, atommagok. Kicserélodési kolcsonhatas je-
lentosége: Hund-szabaly, anti-Hund-szabaly.
Thomas-Fermi eljaras

Az elektronok eloszldsa (az atommaggal egyiitt) effektiv elektromos potencidlteret kelt. Ebben
az effektiv térben az elektronok eloszlasat kvaziklasszikus kozelités alapjan hatarozzuk meg.

39. dbra. Llewellyn Hilleth Thomas (1903-1992) és Enrico Fermi (1901-1954)

A P elektrosztatikus potencidlra:

AD = Lo (p) = Zle

€0 €0

5(r)

Elektronok szama:
Z = / d*r n(r)
Allapotok szama a fazistérfogat-elemben:

dpd3r
13

2

Ebbdl

2 2 4m
n(r) = h3 /d3p ~ 133 2me (Ermae + Qeq)(r>)]3/2

w
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Mivel E,,.. < 0, az atom hatarat az
Emam + QG(I)(rmax) =0

egyenlet hatarozza meg. Az elektronstiriség kifejezését a Poisson-egyenletbe helyettesitve kapjuk,

hogy

ge 1 24

Ad = £ 2 (Epas + qe®(r )] — 2255 (r)
O e (B + 0 02 — Z25(r)
Gombszimmetria:
1 d?
AO =—— (rd
7 dr? (ro)
Dimenzidtlanités:
r=ax
r (Emax + Qeq)(r» = a%(b(l’)
Ezzel
o — a @2 (2maVp)** 672 126
Vo 3m2eohd /2 V) a
Legyen
aq (2maVp)*? _1
Vo 3m2eghd
é 1 Zg?
q
—Zde _y
Vi €oa i
azaz
3r\*? 134meq
a=|—
4 qg 2me.
és 2/3
‘/0 — i 4/3 qe Qme
3T 47eq h?
Ekkor
1/ ¢3/2



A probléma megfogalmazhaté egy kozonséges differencidlegyenlet peremérték-feladataként:
x > 0 esetén
¢3/2
"o__

21/2

Mivel a ¢(z) fiiggvény univerzalis (fiiggetlen az atom paramétereitdl), a tdvolsdgok és igy az atom
sugara is Z~ /3 szerint csokkenne a rendszammal. A valdsig egészen més:

300

250

200
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Atomic Radius {pm}
[
u
o

100

50 +

T T T T T T T
o 10 20 30 40 50 60 70 30 S0 100
Atomic Number

40. abra. Az atomsugar valtozasa a rendszam fiiggvényében

Modern statisztikus médszer (f6leg szilardtestfizikiban): a pszeudopotencidlok mdédszere (Hohenberg-
Kohn-tételek, Kohn-Sham mddszer, lokalis stiriiség kozelités).

8.1.5. Molekulak. A Born-Oppenheimer-kozelités

Born-Oppenheimer-kozelités: sorfejtés az n = (%)l/ ! paraméter szerint. Elektronok energiaja mar
nulladrendben is jarulékot ad, a rezgési energia n’-tel, a forgési energia n*-nel aranyos.
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41. abra. Max Born (1882-1970) és Robert Oppenheimer (1904-1967)

N, szamu elektron és N,, szamu atommag alkotta molekula esetén

ﬁ:ﬁo—Fﬁl
H :i_ Zezm nqe +ZZ %nz_l ZnZlqz
0 — 47T60|’r - R, i 1471'60 |’r — 7| = dmeg | R, — Ry|
N g2
Hl_nz:;_ZMn R.

Idéfiiggetlen Schrodinger-egyenlet:
HU(R,r)= EV(R,7)

A Born-Oppenheimer kozelités nulladrendjében az energia-sajatfiiggvények alakja
U(R,r)=P(R)p(R,T)

ahol )
Hod(R,T) = e(R)o(R,T)

(1311 n e(R)) ®(R) = E®(R)
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8.1.6. A hidrogén-molekula-ion (H;")

42. abra. Tavolsagok jelolése a hidrogén-molekula-ionban. A,B: atommagok, 1: elektron

_ﬂ ! 4ATeq

A h? 2 1 1 1
Hy= -y — { ]
A1 B1 R

Molekulapélyak: itt a kétcentrumii vonzo potencialban torténé mozgasnak megfelelé energia-

sajatallapotok (egzakt analitikus megoldés 1étezik).
Molekulapalyak kozelitése atomi palyédk linearis kombinacidjaval (LCAO-médszer):

d(R, 1) = C (pr00(r1 — Ra) + kd100(r1 — Rp)) = C (d100(7a1) + kdr00(rB1))

Itt C' = C(k) normalé faktor, k pedig varidcids paraméter.

C? [1 + k% + Qk/d3"‘1¢100(7“A1)¢100(7“B1)] =1

Az energia varhaté értéke:

2 2
2 de 2 2 3 2 . 1
H, = — 1 Eipo— | d —
(o] Ho o) ireoR +C [( + k%) ( 100 / 7“1¢1oo(7“A1)47r60 7"31)
21
+2k (Emo/d3T1¢100(7“A1)¢100(7"Bl) —/0537“1¢100(7",411)@5100(7’31)4qe —)}
T€o T'B1
4
ng,
Eipo = ——F5—
100 32m2e3h?
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Minimalizélas k fiiggvényében:

d A
(0] Ho[0) o (1 - )

tehat k = 1 vagy k = —1. Az el6bbi felel meg a minimumnak. Ekkor az elektron valészintiségeloszlasa
(R, )| ox $loo(ra1) + $loo(rm1) + 26100(7a1) 100 (751

ami pozitiv marad az atommagok kozott (koté molekulapédlya), mig k = —1 esetén a felezdsikban a
valdszintiségeloszlas nulla (nem koté molekulapalya).

2

«(R) = (8 Holo) = - p
2 1

(Eloo - fd3r1¢%oo(rA1)ma) + <E100fd37“1¢100(7"A1)¢100(7"Bl) - fd3r1¢100(7‘A1)¢100(r31)43;60é)
1+ [ d®r1h100(ra1)dro0(rs1)

Minimum létezése a magtavolsag fiiggvényében.

_'_

w02 1 .
.0.3 | 4
|
0.4 F |I .
|
|
-0.5 |- '.I TTrererszaaa
"
0.6 F — i
Il 1 1 Il
2 4 B 8 10 12 14 16 18 20
R

43. dbra. A H; ion energidja a magtavolsag fiiggvényében
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8.1.7. A hidrogén-molekula

2
2,u 2,LL 47T€0 T A1 T A2 Bl B2 T12 R

Itt az atommagok R tavolsaga csak paraméterként szerepel. A & valtozé az elektron-koordinaték és
spinvaltozok osszefoglald jelolése. Mivel a Hy Hamilton-operator spinfiiggetlen,

O(R,§) = ¢ (R, 7)x(s1,52)

Kozelitsiikk ¢(R, &)-t az elébbi kozelité molekulapdlydkbdl felépitett Slater-determindnssal! (C' ismét
norméldsi tényezo)

| (D100(rar) + dr00(rB1)) a(s1)  (Pr00(raz) + G100(re2)) a(s2)
o(R,€)=C (¢100(741) + P100(7B1)) B(51)  (P100(ra2) + d100(rB2)) B(S2)

= C?[p100(ra1) + d100(r51)] [Pr00(742) + d100(rs2)] [a(s1)8(s2) — a(s2)B(s1)]

¢«(R) = (¢| Ho |9)

itt is minimumot ad a magtavolsag fliggvényében.

107



8.1.8. A kémiai kotés és a vegyérték

A vegyérték az egyazon koté molekulapalyan helyet foglalé spinszingletet alkoté elektronparnak felel
meg.
Molekulaszerkezeti szamolasok: varidciés modszer pl. Gauss-fliggvények linearis kombinacidjaval.

8.1.9. A van der Waals-erék

A
(nemrelativisztikus van der Waals erd) ill.
B

(relativisztikus van der Waals erd, v.6. Casimir-effektus)

Hy=Hjs+ Hp + H'

. h2 2 1
Hy=——~A; — -
20 4men T a1
. h2 2 1
Hp = ——/Ay— 2e
21 4men rpo

V(R) = ¢(R)

Az e(R) alapallapoti energia meghatarozdsat perturbécidszamitdssal végezzik.
Nulladrend:

¢£1,0) = qullml (TA1)¢”2l2m2 (TBQ)
€<R)$‘?) = En1l1m1 + E”2l2m2

E(R)[()O) = 2E100

Ekkor
Ta2 R TR R T2 R R > 141,782
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Ezért H'-t sorbafejtjiik r 41 és rpo szerint:

2
3 q: 3(raiR) (rp2R)
H = g [Taims — R
Ha R z irdanyu:
2
= 47reeR3 (4122 + Ya1yp2 — 241282]
0
Els6 rend:
6<R)(1) _ <¢(0)‘ H }¢(0)> -0
Miésodrend:
A
T RS

45. dbra. Johannes Diderik van der Waals (1837-1923)
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