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Bevezetés

A modern asztrofizika miiveléséhez elengedhetetlen az altalanos relativitaselmélet alapos
ismerete. Nagy skdalan az univerzum taguldsa, a mikrohullamu hattérsugarzas tulaj-
donsagai, kisebb skalan a ma mar kozhelyszamba mené fekete lyukak mind-mind olyan
jelenségek, melyeket az dltalanos relativitdselmélet segitségével értelmezhetiink. Az el-
mélet elsajatitasa utjaban két komoly akaddly tornyosul: egyfeldl a hallgatonak meg
kell baratkoznia azzal a szokatlan gondolattal, hogy az elméletben szereplé mennyiségek
altalaban nem azonosak a ténylegesen mérheté mennyiségekkel, pl. a koordinatak és
az ido kiilonbségei altalaban nem felelnek meg a valésagban mérheto tavolsagoknak és
idétartamoknak. Fz a koriilmény egyben a szemléletesség rovaséara is megy. Masfeldl az
elmélet eredményeinek levezetéséhez sziikséges szamitasok a klasszikus fizika egyéb agai-
hoz képest faradsagosak, ami a kezdonek kénnyen a kedvét szegheti. Ez utébbi technikai
nehézség a kiilonboz6 szimbolikus szamitasokra képes szamitégépes programcsomagok
(Reduce, Mathematica, Maple) alkalmazéaséval azonban jelentésen mérsékelhetd.

A jelen jegyzet célja az asztrofizika szakirdanyon tanulé MSC hallgatok bevezetése az
altalanos relativitaselmélet alapjaiba. A hangsily az elmélet biztos alkalmazni tudasan
lesz, ennek megfeleléen az elvi kérdések targyalasat igyekszem a sziikséges minimumra
korlatozni. A relativitdselmélet (specidlis relativitdselmélet: 1905, dltalanos relativités-
elmélet: 1915) a maga koraban hatalmas kozérdeklédést véltott ki, ami mdig is tart.
Ez sajnos azzal a nemkivanatos mellékhatassal jart, hogy a relativitaselméletet sokan
egyfajta ezoterikus-filozofikus elméletnek tartjak. Hazankban is szinte évente jelentke-
zik egy-egy (tobbnyire szakképzetlen) személy azzal a kijelentéssel, hogy 6 ,, megcafolta”
Einsteint. Természetesen minden tudomanyos elmélet meghaladhaté és bizonyos koriil-
mények kozott valtoztatasra szorul - az altalanos relativitaselmélet esetében ez egészen
biztosan igy van abban a tartomanyban, ahol a gravitaciés és a kvantumfizikai hatasok
Osszemérhetdek. Az viszont nem elegendo indok az elmélet elvetésére, ha valaki a sajat
vildgképével nem érzi azt Osszeegyeztethetonek.

Az altalanos relativitaselmélet matematikai formalizmusa rengeteget fejlodott az el-
mélet megalkotdsa ota eltelt évszazad alatt. Ezt részben az egzakt megoldasok keresése,
részben a tételek egzakt bizonyitasa, részben az elmélet tovabbfejlesztése (pl. kvanta-
lasa) iranti igény Osztonozte. Bevezetd munkardl 1évén szd, ebben a jegyzetben csak a
standard egyetemi differencidlgeometriat alkalmazzuk.



A hasznalt konvenciok a Landau-Lifsic: Elméleti fizika II. - Klasszikus ercterek c.
konyvben alkalmazottakat kovetik. A térido-koordinatakat latin bettikkel, a térkoordi-
natakat gorog betiikkel jelolom. Elébbiek a 0, 1, 2, 3, utébbiak az 1, 2, 3 értékeket
vehetik fel. A metrika szignaturija (sajatértékeinek eléjele) +---.
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1. fejezet

El6zmények

A specialis relativitaselmélet: események és inerciarendszerek, Lorentz-transzformacio,
Minkowski-tér, sajatido, az egyidejiség relativitasa, Lorentz-kontrakcio, idddilatacio,
ikerparadoxon, négyesvektorok, relativisztikus mechanika.

1.1. A specidlis relativitaselmélet (A.Einstein, 1905)

Események, vonatkoztatasi rendszer, inerciarendszer
Lorentz-transzformacié

= - (1.1)
e
y =y (1.2)
2=z (1.3)
f— 2
f= (1.4)
-

A Kklasszikus elektrodinamika egyenletei kovariansak a Lorentz-transzformaciéra nézve
(a transzformélt mennyiségek kozotti kapesolat ugyanolyan alakd, mint amilyen a nem
transzformélt mennyiségek kozott volt).

— A fénysebesség minden inerciarendszerben ugyanakkora. Michelson-kisérlet, 1881
és Michelson-Morley-kisérlet, 1887.



Nincs kitiintetett inerciarendszer: a természet minden torvénye azonos alakd a kii-

16nb6z6 inerciarendszerekben (relativitas elve) —
A Lorentz-transzformécio a téridé tulajdonsagait jellemzi.

Ivhossz:

§2 =A% — ' = A2 — r?
Masképpen

s* = gipa'ah
ahol
xozct, xlzx, wQZy, 3=z

és

g = diag(1,—1,—1,—1)
Sajatido:

=2 -2/

Minkowski-tér. IdGszeri, térszeri, fényszeri ivhosszak.

t

abszolut j6vé

abszollt abszolut

elvélasztott elvalasztott

abszolat malt

Az egyidejliség relativitasa

(1.5)

(1.6)

(1.8)

(1.9)

1.1. dbra. A térid6 egyes tartomanyainak kauzalis kapcsolata az origdéban tortént ese-
ménnyel.



y

1.2. abra. Az A pontbdl kibocséajtott fényjelek a K’ rendszerbdl mérve egyidejiileg érnek
a B és C pontokba, mig a K rendszerbdl mérve kiilonb6z6 idépontokban.

1 7& To, 11 = 1o — tll 7é t/2 (]_]_0)

A Lorentz-transzformaécié szerint ui.

— (22 — 1)

th— 1t = (1.11)

Lorentz-kontrakcié
Mozgé méterrid végei (t,x) a K rendszerbdl mérve:(0,0) és(0, L) A K’ (egyiittmozgd)
rendszerben ugyanezek az események:(0,0) és(t’, Ly) A Lorentz-transzformaci6 alapjin

L
Lop= —n (1.12)
-4
azZaZ
U2
Idédilatacio

Mozgé 6ra adott (0 ill.7) mutatéallasai a K rendszerbdl mérve:(0,0) és(t,z) A K’

(egyiittmozgo) rendszerben ugyanezek az események: (0, 0) és(, 0) A Lorentz-transzformécié

alapjan

t= ——— (1.14)



Ikerparadoxon
Sebességek transzformacidja

(a sebesség iranyanak megvéltozasa, fényaberracio)

Négyesvektorok

v+ V

- vV
1+ %

rol1 -2
vyl =

v, = —mMm ——

1+ %

C

. V2
v, 1_0_2

Vy = ————F
vl V

Vg

(1.15)

(1.16)

(1.17)

Az id6 és a koordindtak transzformacids szabalya szerint transzformalédé mennyisé-

gek.

Relativisztikus mechanika
Négyessebesség:

t? x7y7z

E,p.,py, p-

¢, Ag, Ay, A

U =

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)



Négyesimpulzus:
p'=mu' (1.24)

Az idGszert komponens az energia. Legkisebb hatés elve.

b
S = —mc/ ds (1.25)

L=—-mcy/1—-— (1.26)

¢ — 0o hataratmenet.



2. fejezet

Alapfogalmak

Gyorsulé koordinatarendszerek. Forgd koordinatarendszer. Metrikus tenzor. Az ekviva-
lencia elve. Gorbevonali koordindtak. Tavolsdgok és idétartamok.

2.1. Az elmélet elvi alapjai

Az altalanos relativitaselmélet annak az igénynek a megvaldsitasa, hogy a természet
torvényeit tetszoleges vonatkoztatdsi rendszerben (nem csak inerciarendszerekben) egy-
séges, kovarians alakban lehessen megfogalmazni. Ez tobbek kozott azt is jelenti, hogy
gyorsuld koordinatarendszerekben is felirhatéknak kell lennie a természeti torvényeknek.

A specidlis relativitaselmélet alkalmazéasaval kideriil, hogy gyorsulé koordindtarend-
szerekben a tér geometridja altalaban nem-euklideszi, a térid6 geometridja pedig nem
Minkowski tipusi. Az ilyen altalanosabb geometridk egyértelmi jellemzése a metrikus
tenzor segitségével valik lehetové.

Az altalanos relativitaselméletben alapvetd jelentéségii felismerés az ekvivalencia elve:
lokéalisan semmilyen méréssel nem dontheto el, hogy gravitacids mezében, vagy alkalmas
gyorsulé koordindtarendszerben tartézkodik-e a megfigyeld. Ennek megfeleléen - mivel
a természet torvényei lokalis torvények -, a gravitacios mezo jelenlétében szintén nem-
Minkowski tipusu a térido és elméleti leirasa szintén a metrikus tenzorral lehetséges.

A térid6 minden pontjaban ismert metrikus tenzor esetén a tomegpontok és anyagi
mezOk (a gravitaciés teret nem értve ide) mozgédsegyenletei az inerciarendszerbeli torvé-
nyek kozvetlen altalanositasaként addédnak azzal a szaballyal, hogy a térido-koordinatak
szerinti parcidlis derivaltakat kovarians derivaltakra kell kicserélni.

A gravitacids mezot tomegek keltik, vagy altalanosabban: a gravitacios mezo6 forrasa
az energia-impulzus tenzor. Az energia-impulzus tenzor és az altala létrehozott gravi-
tacios mezo, ill. az azt leiré metrikus tenzor kapcsolatat az Einstein-egyenletek fejezik
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ki. Ezek levezetése kézenfekvo fizikai analdgidk segitségével lehetséges: mezbelmélet-
rél 1évén szd, olyan Lagrange-siirtiséget keresiink, melyben a térmennyiség (a metrikus
tenzor) legfeljebb els6 derivéltjai szerepelnek, és ami - négyesdivergencia alaki additiv
tagok erejéig - skalarral ekvivalens. A kapott Lagrange-siirliség a gravitaciés mezot jel-
lemzi, melyhez az anyagi mezdk (ill. tomegpontok) Lagrange-siirtiségét hozzé kell adni.
Az anyag és a gravitacios mezo kozotti csatoldst az anyagi mezok Lagrange-stirtiségében
fellépé metrikus tenzor biztositja.

Az altalanos relativitaselmélet alkalmazéasai tulajdonképpen az Einstein-egyenletek
és az anyag mozgasegyenleteinek egyidejii megoldasat jelentik. Mint latni fogjuk, ennek
segitségével értelmezhet6 pl. a Merkur perihélium-elfordulasa, a fénysugarak iranyvalto-
zasa a Nap mellett, a tagulé univerzum és a mikrohullamu hattérsugarzas.

2.2. Példa gyorsulé koordinatarendszerre: egyenle-
tesen forgé koordinatarendszer

Tételezziik fel, hogy inerciarendszerben vagyunk. Tekintsiink egy nagy, R rugaru, egyen-
letes w szdgsebességgel forgd korongot, tigy, hogy Rw < c!'. A forgdstengely a korong
sikjara mercéleges és a kozéppontjan halad keresztiil. A korongon megfigyelck tartézkod-
nak, akik a rendelkezésiikre all6 méterrudakkal megmérik a korong sugarat és keriiletét.
A korong keriiletének és sugaranak aréanya az inerciarendszerbol mérve természetesen 27
lenne, hiszen a tavolsagok mérése az inerciarendszerben egyidejii térido-pontok kozott
torténik, ami szemléletesen szélva azzal egyenértékii, hogy a forgd korongot leképezziik
egy az inerciarendszerbeli kérre, majd ez utébbin végezziik el a méréseket. Mas a helyzet
a korongon tartézkodd megfigyeldk esetében. Az 6 méréseik eredményét a specidlis re-
lativitaselmélet alapjan meg tudjuk jésolni, feltéve, hogy lokalisan a gyorsuldasnak nincs
hatdsa a tavolsdgok (és id6tartamok) mérésére. Ezt az altaldnos relativitdselméletben
minden koriilmények kozott feltételezziik. Maés szavakkal ez azt jelenti, hogy a korong
adott pontjan mérést végzo megfigyel6 ugyanazt az eredmény kapja akkor is, ha az adott
pont keriileti sebességével mozgd inerciarendszerben tartézkodik, és nem gyorsul egyiitt
a koronggal. Ez esetben nyilvanvald, hogy a keriilet mentén elhelyezett méterrudak
Lorentz-kontrakciét szenvednek, vagyis az inerciarendszerb6l nézve /1 — R?w? /c? ardny-
ban megrovidiilnek, mig a sugarirdanyban elhelyezett méterrudak hossza valtozatlan. Az
inerciarendszerbeli megfigyelok tehat azt latjak, hogy a 2w R keriiletet a korongon dol-
gozd megfigyel6k hosszabbnak, 27 R/\/1 — R?w?/c?-nek talaljak, mig a sugarat tovabbra
is R-nek mérik. De ez azt jelenti, hogy a korongon a kor keriiletének és sugaranak aranya
nem 27, hanem az anndl nagyobb 27/4/1 — R?w?/c? érték. Gyorsulé koordindtarend-
szerekben a geometria tehat altalaban nem-euklideszi ill. a téridé nem-Minkowski.

!Az R és w mennyiségeket az inerciarendszerbdl, a forgé korongon mérjiik.

11



Joggal vethetd fel a kérdés, hogy a korong keriilete miért nem szenved Lorentz-
kontrakciét. A valasz az, hogy azt a korong anyagdban fellépé rugalmas deformaciok
éppen kiegyenlitik. Ilyen deforméaciok nem lépnek fel a méterrudakban. Mi torténik,
ha a korongot olyan erds anyagbdl készitjiik, ami ellenall a deformacionak? Ez esetben
nem tudjuk megpdrgetni, ugyanis a D(Af)?/2 rugalmas energia végtelenhez tart (D az
effektiv rugbéalland6, Al a deformécid). Ezekbdl a megfontoldsokbdl lathatd, hogy anyagi
testekkel megvaldsitott gyorsuld koordinatarendszerben altaldban rugalmas deformaciok
ill. fesziiltségek l1épnek fel.

Az is felvetodhet, hogy nem kapnank-e mas eredményt, ha mas mddszerrel mérnénk
a tavolsagot. A valasz nemleges, ugyanis a tavolsag mérése inerciarendszerben végzett
tavolsagméréssel egyenértékii, ott pedig a tavolsagok a mérési eljarastol elvben nem
fiiggenek.

Vizsgédljuk meg a két kozeli téridé-pont kozotti ivelemnégyzetet! Az inerciarendszer-
ben legyenek a koordinata-differencidlok derékszogli térbeli koordindtak esetén da’, dy,
dz' és dt’, illetve hengerkoordinatédkat hasznalva dr’, dy¢', dz' és dt'! Az ivelemnégyzet
nyilvan

ds® = dt? — da”? — dy? — d2”* = Pdt* — dr”* — r?dyp” — d2* . (2.1)

A korong vonatkoztatasi rendszerébe térjiink at a

=t

r=r

¢ =p+wt

2=z (2.2)

koordinatatranszformacioval. Ez biztositja, hogy a konstans vesszotlen koordindtaju pon-
tok egyiitt mozognak a koronggal. Ekkor (2.1)-bél azt kapjuk, hogy

ds* = (¢ = r’w?) dt* — dr® — r?dy® — dz* — 2r°wdpdt . (2.3)

Feltételeztiik az ivelemnégyzet invarianciajat, akarcsak a specidlis relativitaselméletben.
Ott az ivelemnégyzet kifejezése is valtozatlan maradt, itt viszont megvaltozott. Nyil-
vanvald, hogy tetszoleges altalanos koordinatatranszformacio esetén is igaz lesz, hogy az
ivelemnégyzet a koordinatadifferencidlok kvadratikus alakja:

ds® = gipda'dz® . (2.4)

A gy, kétindexes mennyiséget metrikus tenzornak nevezziik. Az el6bbi példdban z° = ct,
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1 2

ol =1, 22 = ¢ és 2°

= z esetén a metrikus tenzor nullatél kiilonb6z6 komponensei

goo = 1 — r?w?/c?

g1 = g3z = —1
goo = —r?
Joz = goo = —17w/c. (2.5)

Matematikai szempontbdl a metrikus tenzor 4 X 4-es szimmetrikus méatrix (az esetleges
antiszimmetrikus rész ui. az ivelemnégyzet kifejezésébol kiesik és igy nincs fizikai tar-
talma). A matrix sajatértékei elGjelének - a szignatiuranak - kiemelt jelentésége van.
Ha nem harom negativ és egy pozitiv van kozottiik, akkor az a metrika nem felelhet
meg valodi fizikai téridének, mivel lokalisan nem lehet Minkowski-alakra transzformalni.
A (2.5) metrika sajatértékei kozott valéban mindig harom negativ és két pozitiv van,
ugyanis a metrika blokkdiagondlis, és a g11 = —1, gs3 = —1 elemek egyben sajatértékek
is, a maradék goo, g22, Go2 €S gao elemekbdl 4ll6 blokk determindnsa pedig —r?, tehét a
maradék két sajatérték ellentétes elbjelii.?

2.3. Gorbevonalu koordinatak

Az altalanos relativitaselméletben gorbevonalii koordinatakat kell hasznalnunk, mivel
egyrészt nem-euklideszi geometria esetében nem vezethetok be derékszogi koordinatak,
masrészt az elmélet egyik legfontosabb célkitiizése, hogy tetszdleges koordinatarendszer-
ben is megfogalmazhato6 legyen. A fenti példahoz hasonléan induljunk ki a

ds? = (da)? — (da™)? — (da)? — (da®)? . (2.6)

Minkowski-metrikabdl, és térjiink at tetszdleges gorbevonali koordindtdkra (gyorsuld
koordinatarendszerre) a

2" = 2" (20, 2t 22, 2?) (2.7)

képletekkel, ahol a vesszés koordinatakat a vesszétlenek (altaldban nemlinedris) fiiggvé-
nyének tekintjiik. A koordindtatranszformaciét tehat négy darab négyvaltozos fiiggvény
adja meg. A koordinatadifferencidlokra a tobbvaltozos fiiggvények differencialdsi szaba-
lya alapjan azt kapjuk, hogy

L (2.8)

2 A sajatértékek formalis felirasat megelézGen célszerti minden koordinatét azonos dimenziéjiva tenni
(pl. a 2% = pc/w 1ij definiciéval).
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ahol a kétszer el6forduld indexekre Osszegzés értend6. Ezt beirva az ivelemnégyzet kép-
letébe, a

ds* = gipda’da® (2.9)
kvadratikus alak adodik, ahol a g;, metrikus tenzort a

B ax/l '™ )
= 9zt ogk Tm

ik (2.10)
képlet hatarozza meg, ahol gl(:')n) = diag (1,—1, -1, —1) a Minkowski-metrikdnak megfe-
lel6 metrikus tenzor. Mivel a transzformacié altalaban nemlinearis, a g;; metrikus tenzor
komponensei térid6-pontrdl téridé-pontra valtoznak, azaz fiiggnek a koordinataktol. A
(2.10) képlet megforditva azt jelenti, hogy gyorsulé koordinatarendszerbél alkalmas ko-
ordinatatranszforméciéval a téridé minden pontjaban a metrikus tenzor egyidejiileg a
Minkowski-metrikara transzformalhaté. Ez a tulajdonsag tomegek altal keltett gravita-
ciés terekben mar nem érvényes, semmilyen koordinatatranszformaciéoval nem hozhato
mindeniitt egyidejiileg sik (Minkowski) alakra a metrika. Emiatt ilyenkor gorbiilt téridé-
10l beszéliink, hiszen a nem-Minkowski alak nem pusztan a valasztott koordinatarendszer,
hanem a térid6 tulajdonsaga. Hogy altalanos esetben a metrikus tenzort nem lehet min-
deniitt Minkowski-alakra transzformalni, méar abbdl is nyilvanvald, hogy a szimmetrikus
4 x 4-es metrikus tenzornak tiz fiiggetlen eleme van, melyek a térid6 fiiggvényei, de az
altalanos koordinatatranszformaciéban csak négy fiiggvény szerepel.

A (2.10) képlet megforditasaval a vesszés koordindtarendszer-beli metrikus tenzor
kifejezése

, ozt Ox*

Jim = D2 Drm Gik -

(2.11)

Lathatd, hogy a metrikus tenzor indexei masképpen transzformalédnak, mint a koordi-
natadifferencidlok. Vizsgaljuk meg, hogyan transzformalédik egy ®({z'}) skalarfiiggvény
gradiense! A kozvetett fiiggvény derivaldsi szabdlya szerint azt kapjuk, hogy

9> 019 9D
or't  Oxt Oxd

(2.12)

A koordinatadifferencidlok homogén linearis transzformécios szabalya szerint transzfor-
malédé mennyiségeket a tovabbiakban kontravarians vektoroknak nevezziik, a skalar
gradiensének (szintén homogén linedris) transzforméciés szabdlya szerint transzformé-
16d6 mennyiségeket pedig kovaridns vektornak. A transzformaciés szabalyt az index
poziciéjaval jelezziik: a felso index kontravarians, az alsé index kovarians vektorkompo-
nensként transzformdalédé mennyiséget jelent. Lathato, hogy a metrikus tenzor indexei
egyenként kovarians vektorként transzformalédnak. Altaldban tenzornak neveziink majd
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olyan tobbindexes mennyiségeket, amelyek kontravaridns és/vagy kovaridns vektorkom-
ponensek szorzataként transzformalodnak. A kétféle transzformaécids szabaly egyiitt-
hatématrixai éppen egymas inverzei, emiatt egy kovarians és egy kontravarians vektor
szorzata az indexeket Osszeejtve (azaz egyenlévé téve és az egyenld indexre Osszegezve)
skalart eredményez:

ozt Ak ox™

A'"B! = :
Lozt Oxht

B, = A*B, . (2.13)

Tenzorok esetén egy kovaridns és egy kontravarians index Osszeejtése a tenzor rendjét
kettovel csokkenti.

Egy A’ kontravarians vektort a kovaridns gy metrikus tenzorral megszorozva és in-
dexét annak egyik indexével Gsszeejtve kovarans vektort kapunk, amit A;-vel jeloliink,
mivel ugyanannak a fizikai mennyiségnek a kovarians véltozata:

Forditva, egy kovaridns vektort g;, inverzével szorozva indexdsszeejtéssel kontravarians
vektort kapunk. A metrikus tenzor inverzét g**-val jelsljiik és kontravaridns metrikus
tenzornak nevezziik:

Al =g Ay (2.15)
9" gk = 05 . (2.16)

A kovariansbol kontravarians mennyiség eléallitasat roviden az index felhuzasanak, a
forditott miveletet az index lehizéasanak fogjuk hivni.

2.4. Tavolsagok és idoétartamok, mérheté6 mennyisé-
gek

Altaldnos gorbevonalti koordinatarendszerben a koordinatak csupan az események tér-
idébeli helyzetét hatarozzak meg, de kiilonbségeik nem felelnek meg valodi tavolsagoknak
ill. idétartamoknak. Ez onmagaban nem meglepd, hiszen ez a helyzet pl. térbeli pol-
arkoordinatak hasznalatakor is. Felmeriil tehdt a kérdés, hogy a metrika ismeretében
hogyan hatdrozhatéo meg két kozeli esemény valddi tavolsaga ill. a tér adott pontjaban
végbemend két esemény kozott eltelt valdédi idGtartam. Altaldnosabban felvethetd az
a kérdés, hogy mi a kapcsolat a tényleges, mérheté fizikai mennyiségek és a leirasukra
hasznalt vektor vagy tenzorkomponensek kozott.

A megoldas alapja ugyanaz, amit mar a forgé korongon végzett méréseknél is hang-
sulyoztam: a koordinatarendszer adott pontjaban attériink egy olyan inerciarendszerre,
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ami a gérbevonalti koordinatarendszer adott pontjaval az adott pillanatban egyiitt mo-
z0g, és minden mérheté mennyiséget ebben az érintotérben értelmeziink. Tavolsagok és
id6tartamok mérésekor nem egy, hanem két kozeli pontrdl (eseményrél) van szd, azonban
a leirt konstrukciéban a méasik pont sebessége az inerciarendszerhez képest méasodrendben
kicsi (a koordindtakiilonségek négyzetével aranyos).

2.4.1. A tér adott pontjaban bekovetkezett két kozeli esemény
kozott eltelt ido

A két esemény a leirt konstrukcidval felvett inerciarendszerben is azonos helyen van, igy
a kozottiik eltelt valodi dr idovel az ivelemnégyzet

ds* = cdr? (2.17)

alakban fejezheto ki. A gorbevonali koordinatarendszerben a két esemény kozotti ive-
lemnégyzet ugyanennyi, viszont a gérbevonalti koordinatakkal fejezheto ki:

ds® = goo (d:vo)2 , (2.18)

ugyanis a térbeli koordinatak kiilonbségei eltlinnek (dz® = 0). A két kifejezés egyenlisé-
gébol
dr = YI% 3,0 (2.19)

c

adodik.

2.4.2. Két kozeli esemény valodi térbeli tavolsaga

Attériink az inerciarendszerre, melyben az egyidejliség fogalma jol meghatarozott, mi-
vel az id6 egyforman telik a kiilonbozo térbeli pontokban. Ez azt jelenti, hogy olyan
konstans egyiitthatds, homogén linedris transzformaciét alkalmazunk, ami a kiszemelt
téridopontban Minkowski-alakra hozza a metrikat. Ezenkiviil, hogy az inerciarendszer
ne mozogjon a gorbevonali koordinatarendszerhez képest, megkoveteljiik, hogy az iner-
ciarendszerbeli dz'® térbeli koordinatadifferencidlok ne fiiggjenek da®-tél. Ekkor ugyanis
dx® = 0-bdl dz'* = 0 kovetkezik (és viszont), tehdt az egyik rendszerben rogzitett térbeli
pont a masikban is helyben marad. Ez annyit jelent matematikailag, hogy a koordina-
tadifferencialok transzforméciés képlete

da'™ = Agdz” (2.20)
da’® = Ada’ . (2.21)
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A gorog betlik a térbeli (1,2,3), a latin betiik a téridobeli (0,1,2,3) indexeken futnak
végig. Az ivelemnégyzet

ds? — (d:):’o)2 ~ (de")? = A?AZd:vjdxk _ AgAgdxﬁdﬁV , (2.22)

Ez természetesen meg kell, hogy egyezzen a g;rdz’dz® kifejezéssel. A térszerti és idészerti
indexek szétvalasztasaval ez azt jelenti, hogy

Joo = (A8)2 (2.23)
9oa = AgAq (2.24)
g = AQAY, — AGAS . (2.25)

Az els6 egyenletbol

A9 = /o (2.26)

a masodikbol pedig

A0 — oo 9227
° = i (2.27)

adodik. Két kozeli pont df tavolsaganak mérésekor az inerciarendszerben egyidejli pon-
tokat vizsgalunk, vagyis megkoveteljiik, hogy dz® = 0 legyen, ezért egyrészt

ds? = — (do)? (2.28)

irhatd, masrészt megkapjuk az egyidejliség feltételét a gorbevonali koordinatarendszer-
ben:

da’® = Adda’ = 0 . (2.29)
Ebbe a transzformaciéo métrixat behelyettesitve kapjuk, hogy

da® = — 90 gpo (2.30)
9oo

Két kozeli esemény tehat akkor egyidejii, ha idékoordinataik kiilonbségére ez az egyenlet
teljesiil. Az egyidejiség feltételének megadasat szokds szemléletesen az dérék szinkro-
nizaldsanak nevezni. Az eljarast folytatva tovabbi pontokra definidlhaté az események
egyidejusége, igy egy gorbe mentén is. Az viszont mar altalaban nem igaz, hogy zart
gorbe mentén az érdk szinkronizaldsa elvégezhets, ugyanis a kezddpontba visszatérve
véges idokoordinata-kiillonbség adédik. Mas szavakkal, két véges tavolsagban levo pont
egyidejisége nem definidlhaté egyértelmiien, mivel az 6rak szinkronizalasdnak eredménye
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altalaban fiigg attél, hogy a két pont kozott milyen péalya mentén végeztiik el a szink-
ronizalast. Ez a helyzet példaul a forgd koordinatarendszer esetén: az origé kozéppontu
kor mentén szinkronizalva az érakat nulla helyett

2 2
Ax® = — j{ Ha gy = 2mltwe. (2.31)

o' O R

addédik. Ez a tulajdonsag nem a téridd, hanem a valasztott koordinatarendszer tulajdon-
sdga. Nyilvanval6, hogy a négy transzformécids fiiggvény (vagyis a koordinatarendszer)
alkalmas megvalasztasaval altaldban a téridé minden pontjaban nullava tehet6 a harom
Joo mennyiség, s6t még az is elérhetd, hogy ezzel egyidejiileg minden térido-pontban
goo = 1 is teljesiiljon. Az ilyen koordindtarendszert, melyben az egyidejiiség a teljes tér-
id6ben egyértelmfien definidlhatd, szinkronizalt vonatkoztatasi rendszernek, az z° idé-
koordinatat, melynek kiilonbsége az adott térbeli pontban eltelt valédi idovel egyenld,
viladgidének nevezziik. *

Visszatérve a kozeli pontok valédi tavolsagahoz, a (2.28) és (2.30) képletekbdl azt
kapjuk, hogy

(de)* = —ds® = —goo (d$0)2 — 2g0ad2’dz® — gapda®da”

— (_900“905 _ gaﬂ> dzdz”® . (2.32)
goo
A
Goa 9o
Yap = 228 _ g5 (2.33)
goo

mennyiség tehat a térbeli metrikat hatarozza meg. Erdekesség, hogy ez éppen a —g*”
3 x 3-as matrix (a kontravaridans metrikus tenzor térszerii részének ellentettje) inverze.

A forgé koordinatarendszer (2.5) téridé-metrikdjanak segitségével a forgd korong tér-
beli metrikajanak nullatél kiillonb6zo komponenseire a

y1 =1
r2
Y22 = w
Y33 =1 (2.34)

értékeket kapjuk. Ennek megfeleléen a sugariranyu valodi tavolsag a korong kézepétol a
pereméig R, mig a perem mentén mérve a valodi keriilet 2rR/\/1 — R?w?/c?, a korabbi
eredménnyel egyezoen.

3Az el6bbi 4allitdst annyiban pontositanunk kell, hogy szinkronizalt vonatkoztatdsi rendszerben a
vildgidd valamilyen véges értékénél a metrika sziikségképpen szinguldriss vélik, azon tul (pozitiv vagy
negat{v iddirdnyban) a koordindtarendszer nem alkalmazhato.

18



2.4.3. Valédi (mérhetd) fizikai mennyiségek

Valamely lokdlis fizikai mennyiséget, amely lehet skalar, vektor, tenzor, az elméletben
tetszoleges gorbevonalil komponenseivel megadhatunk, az indexeket a metrikus tenzor-
ral ill. inverzével le- és felhizhatjuk. Természetes médon meriil fel a kérdés, hogy mi
felel meg a ténylegesen mérheté értékeknek. A vélasz azt, hogy a (2.20), (2.21) képle-
tekkel - mivel ez egyben a kontravaridns vektorkomponensek transzformacios szabalya
is -, vagy ennek inverzével (kovaridns vektorok esetében), vagy ezek szorzatéval (tenzo-
rok esetén) inerciarendszerbe képezziik le kérdéses fizikai mennyiséget, és eredményiil a
ténylegesen mérhetd értéket kapjuk. A transzformacié megadasahoz sziikségiink van az
eddig még nem meghatdrozott Aj mennyiségekre is. A megadott feltételek alapjan ez
nem egyértelmii, ami azzal kapcsolatos, hogy az inerciarendszer x, y, z térszerti koordina-
tatengelyeit még tetszOleges forgatasnak lehet aldavetni. Az (2.25), (2.33) egyenletekbdl
ugyanis

AZAZ =5, (235)
adddik, aminek a megoldasa
5= V05, (2.36)

ahol F' tetszéleges 3 X 3-as ortogondlis matrix (forgdsmatrix), A\, a v,z pozitiv defi-
nit, valés szimmetrikus matrix v-edik sajétértéke, Of pedig a hozzatartozo sajatvektor,
melyek Osszessége szintén 3 x 3-as ortogonalis matrixot alkot.

Fejezziik ki pl. egy forgd korongon mozgd témegpont sebességét koordinatdinak ido-
derivéltjaival! Jeloljiik a ¢ szerinti derivaltakat 7, ¢ és z-tal! El6szor a négyessebességet
frjuk fel, ami definicié szerint u’ = dx'/ds, azaz

o da° 1

_ 2.37
c? c? c?
dat :
ulz(;f: " 2 (2.38)
. 2/ : .
Soof1-g o reet 2
da? ;
u2=di: r_ (2.39)
. 2/ .
Soof1-g o reet 2
da ;
u3:di: S (2.40)
S s r2(ptw B

A (2.20), (2.21), (2.26), (2.27), (2.36) képleteket alkalmazzuk. Mivel a (2.34) térbeli
metrika mdris diagondlis, az O métrix az egységmatrix, a A, ért¢kek pedig a diagondlis
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elemek. Végiil az F forgasmatrixot onkényesen egységmatrixnak valasztjuk. Ekkor az
Af transzformdciés métrix diagondlis lesz. Mindezeket figyelembevéve a négyessebesség
komponenseit

dx'® 1— =5 — 5%
U/O - ds B 2,2 2 2(¢ 2 (2.41)
L B
dx" 7
u't = i — (2.42)
e e
dx? rp
UIQ - ds - 2,2 2 2(¢ 2 (243)
eyl - 21— 5 - 2ol _ g
d 13 N
uB ;U _ < 2 (2.44)
S P r2(p+w z

alakban kapjuk. Ez az elmozdulasokat a tomegpont sajatidejében méri, amint az a né-
gyessebesség esetében szokasos. A harmassebesség komponenseit viszont korongon eltelt
valodi idoben mérjiik, mégpedig a tomegpont palyaja mentén szinkronizalt ordak segitsé-
gével. Ez azt jelenti, hogy az eltelt valédi id6 nagysdga dz® idékoordindta-valtozéaskor

V900 (d:co + g&dwo‘) (2.45)
goo
lesz, mivel figyelembe kell venniink, hogy a masik térbeli pontban a 0 idépont —Z‘)ng:co‘—

val egyidejfi. De ez azt jelenti, hogy éppen dz’® (v.6. (2.21)) szerint kell a koordinatékat
derivélni. Igy viszont a keresett harmassebesség-komponensek

. 2,2
. ! ry/1 — —TC“;
v =c— = S (2.46)
w0 1 — rfw? _ riwe
c? c?
2 A
u rp
2 _ 7
vi=cg = T (2.47)
c? c?
. 2,2
3 Ul?’ < 1 - Tc(;
VW =c— = PR R — (2.48)
ulO 1 — rw? _ riwe
c? c?
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3. fejezet

Kovarians differencialas

Kovarians és kontravarians vektorok gorbevonali koordinatarendszerekben. Tenzorok.
Kontravarians metrikus tenzor. Vektorok eltolasa. Christoffel-szimbdélumok. Kovaridns
differencialds. Részecske mozgasa gravitacids térben. Az elektromagnesség egyenletei
gravitaciés térben. Fény terjedése gravitacios térben.

Altalanos koordindtatranszformécick esetén a vektorok transzformécios szabalya min-
den pontban kiilonb6z6. Ennek kévetkeztében egy vektortér derivaltja, mivel adott pont-
ban két kiilonb6z6 pontbeli érték kiillonbsége, nem alkot vektort. Ez a transzformacids
szabaly derivalasakor nyilvanvald, mivel a helyfiiged egyiitthatok derivaltja extra tagot
eredményez.

Ahhoz, hogy a tenzorként transzformalédé altalanositast megkapjuk, azonos pontbeli
vektorokat kell egymasbdl kivonni, tehdt az z° és a' + da’ pontokban levé vektorok
valamelyikét - pl. az 2* pontban 1év6t - a masik pontba kell parhuzamosan eltolni.

3.1. Parhuzamos eltolas

Ezzel a vektorok gorbiilt térbeli parhuzamos eltolasanak problémajahoz jutottunk. A
mar alkalmazott modszert fogjuk kiterjeszteni: nem csak egy pontban, hanem egy kis
kornyezetben definialjuk a gorbe vonali koordindtarendszerrdl az inerciarendszerre vald
attérést. Utdbbiban derékszogl koordindtakat hasznélva parhuzamos eltolaskor a vektor-
komponensek valtozatlanok. Ezutén az eltolas végpontjaban visszatériink a gorbevonali
koordinatakra, és eredményiil megkapjuk a parhuzamosan eltolt vektort gorbevonali
koordinatarendszerben.

Az egyszerliség kedvéért tételezziik fel, hogy a kivalasztott pont, melybol az eltolast
kezdjiik, a gérbevonalu koordinatarendszer és az inerciarendszer kozos origdja. Ekkor a
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kordbbi formulaink kiterjesztésével irhatjuk, hogy
) o | )
a" = Ajr? + éB;-kxjxk +0 ((xj)3> (3.1)

Itt 27-k a gravitacids térbeli gorbevonali koordindtak, mig 2"k az inerciarendszerbeli
derékszogi koordinatak. Nyilvanvaléan a B;-k konstans egyiitthaték alsé indexeikben
szimmetrikusak. A koordinatadifferencidlokra azt kapjuk, hogy

da" = Alda’ + Blyalda® + O ((xj)2> (3.2)
Ebbdl az ivelemnégyzet
ds® = (da")? — (d2'*)* = (A9AQ + AOBO,a" + AYBY z") da da* (3.3)
— (ASA} + AYBY 2" + AR Ba™) da da (3.4)
= (gjk(()) + %x") da? da* (3.5)

Itt a jobboldalon a metrikus tenzort az origd koriil elsorendig sorbafejtettiik. Ebbdl a
korabbi Osszefiiggéseken til

8gk (0% o (0% «
a—;n = AB), + AVB). — AYBr, — AYBY; (3.6)

kovetkezik. Konnyen belathatd, hogy az egyenletek és az ismeretlen B;-k egyiitthatok
szdma megegyezik.! A Bl egyiitthaték meghatdrozése céljabdl vezessiik be a

jelolést. A bj,, mennyiségek az n, k indexekben szimmetrikusak. Ezzel

agjk

g — Dnk + bing (3.8)
OGrn
OGni
agxkj = bnkj + bj]m (310)

A masodik és a harmadik egyenlet az elsébdl kévetkezik az indexek ciklikus cseréjével.
Az els6 két egyenlet 6sszegébdl levonva a harmadikat

1 4 .
bijn = = (8‘%’“ 1 %o ag’”) (3.11)

2\ Ox™ oxJ oxk

LA sorfejtés kovetkezd rendjében ez mar nem teljesiil, ami dsszhangban van azzal, hogy tetszdleges
metrika esetén a teljes téridot nem lehet egyidejlileg Minkowski-alakra transzformalni.
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addédik. Ezt az A; matrix inverzével balrdl szorozva megkapjuk a keresett egyiitthatdkat.
A parhuzamos eltolast a korabban mondottak szerint végezziik el: a kontravaridns
dx? vektorra 27 = 0 esetén alkalmazzuk a (3.2) képletet. A kapott dz’” komponensek nem
véltoznak meg parhuzamos eltolaskor. Végezetiil a (3.2) képlet inverzével tériink vissza a
gorbevonali komponensekre, de eztttal nullatdl kiilonboz6 x7-k mellett, amelyek éppen
az eltolas mértékét fejezik ki a gorbevonalu koordinatarendszerben. Hogy a levezetést
egyszertiisitsiik, eszkozoljiink annyi véltoztatdst, hogy a 0 és 2’/ pontok helyett (az eltolds
el6tti és utani pontok) hasznaljuk a —a7 és 0 pontokat. Mivel z7-t végig kis mennyiségnek
feltételeztiik, ez a valtoztatds nem befolydsolja az eredményt, viszont a (3.2) képlet
invertalasa az eltolas végpontjaban kényelmesebben elvégezheto. Ekkor ugyanis a

da’ = Aldi’ (3.12)

egyenletbol kell a vesszétlen koordinatakat a vesszosekkel kifejezni. A hullamvonal az
eltolas utani komponenseket jeloli. Mivel

AVAQ — ATAY = g, (3.13)
azt kapjuk, hogy
AYdx"® — A%da’ = gy;d7 (3.14)
amibél a ¢7* inverz métrixszal szorozva adddik, hogy
dil = ¢/* (AQda" — AYda'™) . (3.15)

Itt a dz’" mennyiségeket a lefrtaknak megfeleléen a (3.2) képlet 27 — —a7 cserével kapott
alakjabol kell behelyettesiteni:

di’ = g% (AL AYda' — A AYda! — A)BYa"da! + Ay Boa"da') (3.16)
= ¢ guda' — ¢’ bz da’ (3.17)
1 5 (Ogkn Ogm OGw
S — ! 1
T (8ml * dan oak ) (3.18)

Ennek megfeleléen egy tetszdleges CV kontravaridns vektor komponenseinek valtozdsa
végtelen kis dz™ parhuzamos eltolas esetében

B

A metrikus tenzornak és derivéltjainak itt fellépé kombinécidja a Fil-nel jelolt Christoffel-

szimbdlum:
~ 1 .. (Ogy, O og,,
FJ _ _gjk < 9k + Ikl _ g l) , (320)

L) ox! oxn  Oxk
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amivel
6C7 = —T7 Clox™ . (3.21)

Lathato, hogy a Christoffel-szimbdélumok az alsé indexeikben szimmetrikusak. Fontos
hangsulyozni, hogy a Christoffel-szimbdélumok nem alkotnak tenzort, mivel pl. Minkowski-
metrika esetén azonosan eltiinnek. A transzformacié homogén linearis jellege miatt vi-
szont ha egy tenzor egy koordindtarendszerben eltlinik, akkor minden mas koordinéta-
rendszerben is eltlinik.

Megjegyezziik, hogy az eddigiekbdl (v.6. (3.7), (3.11), (3.13), (3.20)) egyszerti szami-
tassal kévetkezik, hogy

Bi, = AT, . (3.22)

Kovarians vektor komponenseinek megvaltozasat abbdl vezethetjiik le, hogy egy kont-
ravarians és egy kovarians vektor szorzata skaldr, ami az eltolas kovetkeztében nem val-
tozik meg:

0=6(D;C?) = D;06C? + C'6D; = —D;I?,C'éa™ + C'oD; . (3.23)
Mivel ez tetszdleges kontravarians C! vektor esetén fennéll, kovetkezik, hogy
oD, =T7 D;oz™ . (3.24)

Tenzorkomponensek parhuzamos eltoldskor fellépé megvaltozasat annak alapjan vezetjiik
le hogy a tenzor 11yenk0r is megfelelo Vektorkomponensek Szorzatakent viselkedik, ami-

vetleniil levezetheto a vektorkomponensek szorzatara vonatkozo osszefuggesbol ha a kis
megvaltozasokban elsérendii tagokat Osszegytijtjiik.

3.2. Kovarians derivaltak

Miutan a parhuzamos eltolast definialtuk, a kordbban mondottaknak megfelel6en defini-
aljuk a kovaridns derivéltat: az 2°+dz*® pontbeli vektorkomponensbél az z*-bSl z¢+dxi-be
parhuzamosan eltolt vektorkomponenst (v.6. (3.21)) vonjuk le. Tehét a kovaridns diffe-
rencidl

DA = Al (2" + da*) — (A7 (2") — D), A¥da’) ~ aa—d:p + 1Y, ARdz' (3.25)
't
a kovaridns derivalt pedig (z° szerint)
DAI QA ;
— = —— 4+ 4", 3.26
dxt ort + ik ( )
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DA vektor, DA’ /dz* pedig vegyes mdsodrendii tenzor. Ugyanigy kovaridns vektorra
(v.0. (3.24))

i i i i JA; i i
DA; = Aj(x' + da’) — (Aj(a") + T}, Arda’) = 8—xjda; — T Apda’ (3.27)
és
DA;  04A;
= TkA,. 3.28
dxt ox’ i<k ( )

Tenzorok kovarians derivaltja a parhuzamos eltoldsndl mondottak alapjan vezetheto
le, pl.
DT!  OT! , ,
i Y4 ! !
irhato vegyes masodrendii tenzor kovarians derivaltjara.
Szokas az irdsmod egyszeriisitése érdekében a parcidlis derivaltakat indexbe tett
vesszovel, a kovarians derivaltakat pedig indexbe tett pontosvesszovel jelolni:

. oT"
T — J
, DT
R— J
= (3.31)

A metrikus tenzor kovarians derivaltja nulla. Ez azonnal kovetkezik abbdl, hogy
DA; = gxDA" = D (g, A") = A*Dgy + gi, DA* (3.32)
de természetesen kozvetlen szamolassal is belathato:
Dgir, = gipndx™ — T% gdz™ — TL gyda™ (3.33)

1 1
= Gikndz" — 3 (Gikn + Grni — Ging) dz™ — 3 (Gikn + Gingk — Grni)dz™ =0 . (3.34)

3.3. Eromentes gombszimmetrikus porgettyili precesszi-
dja
A péarhuzamos eltolasra ill. a kovarians derivalas alkalmazéasara példa a stacionérius gra-

vitaciés mez6ben® nyugvé erémentes gémbszimmetrikus poérgettyti precessziéja.® For-
gatonyomaték hianyaban a porgettytivel pillanatnyilag egyiittmozgod inerciarendszerben

2Vagyis a valasztott gérbevonali koordinatarendszerben a metrikus tenzor komponensei nem fiiggnek
az 1d6tél.

3Ha a porgetty(i nem lenne gémbszimmetrikus, inhomogén gravitaciés térben mar klasszikus kozeli-
tésben is forgatonyomaték 1épne fel.
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a porgettyl tengelyének helyvektora valtozatlan. Ez azt jelenti, hogy a goérbevonalu
koordinatarendszerben a poérgettyti tengelyét idGiranyu parhuzamos eltolasnak vetjiik
ala. Ehhez sziikséges a helyvektort négyesvektorra kiegésziteni, gy, hogy a tengely két
végpontjat egyidében tekintjiik, és a két kozeli esemény kiilonbségét képezziik. Az egy-
idejliség a (2.30) id6koordinata-kiilonbséggel egyenértékii. Legyen a helyvektor n®, ekkor
a négyesvektor id6komponense n° = —(goa/goo)n®. A tengely 620 id6 alatti megvaltozdsa
az eddigiek szerint

on® = —Tpon"oa" (3.35)

ami egyenértékll az ng = 0 feltétellel, az id6 szerinti kovaridns derivalt eltiinésével.*
Ez annak az éltaldnos szabdlynak az egyik esete (1d. a kovetkezd fejezetet), mely sze-
rint a Minkowski-rendszerben érvényes tenzoridlis Osszefiiggéseket tigy lehet gorbevonali
koordinatakra ill. gorbiilt téridobe atirni, hogy az el6forduld derivéltakat kovaridns de-
rivaltakra cseréljiikk. Végso soron a helyvektor idobeli valtozasara a

% — (— o+ FS‘O%) nf (3.36)
egyenletet kapjuk. Alkalmazzuk ezt a forgd koordinatarendszer esetére!
A metrikét (2.5) adja. A Christoffel-szimb6lumok (3.20) kifejezését kiértékelve azt
kapjuk, hogy a nullatdl kiillénb6z6 komponensek a kévetkezok:
Iy, = —rw?/c? (3.37)
F%O = F(lm = —rw/c ( )
I, =—r (3.39)
Iy =T =w/(er) ( )
[, =05 =1/r ( )
Ennek segitségével a (3.36) egyenletek az

1 rw 9

W= T (342

2 W

n°=-——n (3.43)
r

nd = (3.44)

alakot oOltik (a pont a t idé szerinti derivalast jelenti). Ha bevezetjiik (2.34) és (2.36)
alapjan a ténylegesen mérheto

n, =n' (3.45)
r 2

v V1 —=r2w?/c? ( )

n, =n’ (3.47)

4Az id6beli komponensre vonatkozé n?o = 0 egyenlet szintén teljesiil.
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vektorkomponenseket, akkor azt kapjuk, hogy

w

Ny = ——n 3.48
V1 —=r2w?/c? v ( )

w
P 3.49
v V1= r2w?/c? ( )
=0, (3.50)

ahonnan lathatd, hogy a porgettyii tengelye w/\/1 — r2w?/c? szogsebességgel visszafelé
precesszal abban a derékszogli koordinatarendszerben, melynek egyik tengelye a kozép-
ponttdl sugdriranyban kifelé mutat. Ennek megfeleléen a 27 /w periédusidé alatt a por-
gettyli tengelyének vetiilete a forgdsirannyal ellentétesen 27(1/4/1 — r2w?/c? — 1) szdggel
mozdul el, tehdt a porgettyld —w(1/4/1 — r2w?/c? — 1) szogsebességgel precesszal. Az
rw < c¢ hatdresetben ez kozelitéleg —r?w?/(2¢?)-tel egyenld. Ez a specidlis relativi-
taselméletbdl jol ismert Thomas-precesszid, az erémentes porgettyl tengelyiranyanak
valtozasa kormozgés soran. A levezetés végén kihasznaltuk, hogy a ¢ koordinataidé an-
nak az inerciarendszernek az idékoordinatajaval egyezik meg, melynek origdja a forgd
koordinatarendszerével egybeesik, a precesszio szogsebessége tehat ebben a koordinédta-
rendszerben értendo.

A (3.36) képletbdl lathatd, hogy sztatikus gravitaciés mezében nyugvo porgetty ese-
tén, amikor a metrikus tenzor komponensei nem csupan idotol fiiggetlenek, hanem a go,
komponensek el is tlinnek, nem 1ép fel precesszié. FEzek a komponensek azonban nullatél
kiilonbozoek forgd gombszimmetrikus test gravitdciés mezejében (1d. a 11. fejezetben),
és a precesszié ebben az esetben val6ban fel is 1ép. Ennek kisérleti kimutatédsa (Gravity
Probe B kisérlet) az dltaldnos relativitaselmélet helyességének egyik fontos bizonyitéka
(1d. 13. fejezet).
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4. fejezet

A fizikai torvények gorbiilt
téridoben

Részecske mozgasa gravitacios térben.
A legkisebb hatas elve:

0S = —mcod /ds:()

Mozgasegyenlet:
Du’
=0
Ds
(ahol u® = % a négyessebesség), azaz
d*x’ - da® da

? —

ds? thu ds ds

Hamilton-Jacobi-egyenlet

p' = meu!
pipt = m2c2
K0S 05 aa
oxt Oxk N

(4.1)

(4.3)



Fény terjedése

dk’ ,

Gyenge gravitaciés tér
Nemrelativisztikus Lagrange-fiiggvény:

2
muv
L:—mcz—i-T—mgo

ds® = (¢ + 2¢p)dt* — dr?
2
goo =1+ —f
c

Allandé gravitaciés tér, gravitacios voroseltolodéds
Sajatidoben mért frekvencia:

Aw:‘ﬂl;%
c

w

Az elektromagnesség egyenletei gravitaciés térben.
Térerésségtenzor:

0A,  0A;
g b BT ot Ok
Négyes aramstiriiség:

,  pc da’
V/9oo dz?

Maxwell-egyenletek:
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(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)



oFy, 0F; OF
ko O Ofu

ox! oxk ort 0

-7

(\/_—9sz> _ J

€02

w1 0
v Vogodt

Toltott részecske mozgésa elektromégneses és gravitacios erétérben:

du’ i i
m ( Is +T klukul) = qF™u,
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5. fejezet

Gorbiileti tenzor

Vektor eltolasa zart gorbe mentén. Gorbiileti tenzor. A gorbiileti tenzor szimmetriai.
Bianchi-azonossag. Weil-tenzor, Ricci-tenzor, skalar gorbiilet. Példa: gorbiileti tenzor
szamitasa gorbiilt kétdimenzios feliileten. Fiiggetlen tenzorkomponensek szama ketto,
harom és négy dimenziéban.

5.1. A gorbiileti tenzor (Riemann-tenzor)

Kérdés: milyen lokalis mennyiség jelzi, hogy gorbiilt a térid6?
Vektor parhuzamos eltolasa: a komponensek lokalisan Minkowski téridében valtozat-
lanok. Tetszoleges téridoben:

DA! =0 (5.1)

Geodetikus (Du’ = 0) mentén végzett parhuzamos eltolds sordn a pélya érintdjével
(u') bezdrt szog 4llandd.
Parhuzamos eltolds zart gérbe mentén

0A; n
92l =1",A, (5.3)
Stokes tétele:
. AT 1 (0A*  OAF
Ay det = [ dfFf=— == [ af¥ | =— — == 4
7{ P ar /f oxk Q/f (Oa:k 0;51) (54)
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5.1. abra. Gorbiilt feliileten szakaszonként geodetikus zart gorbe mentén végzett parhu-

zamos eltolas eredménye nem egyezik meg a kiindulasi vektorral.

ahol

a dxM? és de®? vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete.

1[0, A) 0" uA)] «
Ady = - m %) Afim
K79 ox! ox™ /

1 .

ozl oxm

R i = A0 T = T

A Riemann-tenzor kifejezése a Christoffel-szimbdlumokkal:

| O, A) O ,A)
RY Az — km*™t) ki
klm ox! ox™
aFikzm aFZk:l n ) n )
- ( (9:1:‘1 - Orm + r kmF nl — r klr nm Al
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Felhasznaltuk, hogy

04

A fenti levezetés tetszoleges A; vektorra érvényes, ezért

N N 4 ,
0 _ M + o T -1 (5.11)

R, =
klm 8xl orm km=~ n

5.2. A gorbiileti tenzor tulajdonsagai

Kontravarians vektor megvaltozasa végtelen kis zart gérbe mentén

AAF = —%RkﬂmAiA fim (5.12)

Bizonyitads.

A(A*B) =0 (5.13)

A (A*By) = ByAA* + A*AB;,

= BpAAF + A’“%Rik,mBiA fim
= By (AA’“ + Ai%RkilmA flm> (5.14)
Mivel By tetszoleges,
AAF = —%R’fﬂmAiA fim (5.15)

A kiilonb6z6 sorrendben vett vegyes masodrendii kovarians derivaltak kii-
I6nbsége aranyos a Riemann-tenzorral 1.

Ak — Aiie = AmRjpy (5.16)
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Bizonyitas.

n n
Ai;k;l - Ai;k,l T Z’lAn;k =T k[Ai;n

0
= Aiks — B (T An) = D A g + T T Ay — T Ay + T 7 Ay
orm.
= Akt — E)x;k An =y Ang = T An e = T Ai + T U A + T 175 A
(5.17)
aFnil n n n n m n m
Ai;l;k = Ai,l,k - Ok An -I Z‘lAn,k: -r Z‘kAn,l -r lkAi,n +T sz nlAm + T lkF Z‘nAm
Ajgg — A = ( axkl - Wlk + Il — I L nl) A

A kiilonb6z6 sorrendben vett vegyes masodrendii kovarians derivaltak kii-
I6nbsége aranyos a Riemann-tenzorral I1.

A?k;l - Afz;k = _AmRimkl (5-19)

Bizonyitas.

Aly = Al + T AL — T AL
0

= Afk,z + 9l (Fi nk:An> + FinlAj}c + I A — FnklAfn — I AT
~ or A A A A )
=A%, + axrfk A"+ T AT+ T A+ T 10 AT = T A = T T A™
(5.20)
A=A+ Dk A"+ T AL+ T AL+ T, T AT = T A =T, 1 A
(5.21)
% i 8Fzm 8Flm ) n ) n m
A;k;l_A;l;k:_< &vk’l_ &Elk"‘rnkr it — Ul mk)A
=R, A" (5.22)
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A gorbiileti tenzor szimmetriatulajdonsagai

kim = Jin " kim = 5\ kgl T 0ror™ | 0rF0rm  Oriorl
+ G (Dl = T I)

n 1 ( *Gim g *gi aQka)

Bizonyitas.
. orn,. o, )
Rikim = Gin R4y = Gin < axkl — 8x”kll +T plrpkm —-T mepkl)
T odl O Dk 8int + 1" 5aGinm + Gin (F ol km — T pmrpkl)

1
Likem = 5 (Gikm + Gime — Gkm.i)

1
Liw = 5 (Gikg + itk — Grisi)

Gin,l = Fpilgpn + Fpnlgip
Ginm = Fpimgpn + Fpnmgip

1
Rikim = B (Gik,mi + Gimkl — Gkm,it — Gikim — it em + Gkl,im)

- Fnkmrpilgpn - Fnkmrpnlgip + Fnklrpimgpn + Fnklrpnmgip
+ Gin (T = T )

Azaz
Roipim = 1 ( O Gim (fgkz - aQka _ D )
2 \Oxkox!t ~ Oxi0x™  Ox*dxt  Oxkox™
+ gpn (D"l — T P00)

Antiszimmetria a els6 ill. a masodik indexparon beliili cserékre
Rikim = —Rritm = —Rikmi
Szimmetria a els6 és a masodik indexpar cseréjére
Riklm = leik
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(5.25)

(5.26)

(5.27)
(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)



Barmely harom indexre képzett ciklikus 6sszeg eltilinik

Rikim + Rimki + Ritmie = 0

Bizonyitas.
L [ 0°Gim gkl 829km 82911
Rz m Rzm Rzm s - -

bt it - itmk = 5 (8xk8xl dridrm  dxidxl  drkdrm

—I—l D%gi 8 Imk %G _ %9k

2 \ Ox™mOxk 89518361 oxtoxk  OxmOox!

1 o ik glm _ 3291k _ 82gim

oxloxm 8%8:5’“ oxtox™  Oxloxk

+ Gpn T 5 = T T%0)
+ 9pn (", il anlrpik)
(

+ Gpn (07, P — T T7,) =0

Ricci-tenzor

lm m
Rit = ¢"" Riimk = R}

Rir = R
Invaridns gorbiilet (Ricci-skalar)
R = 9" Rk
Kétdimenzids eset
2R
» 1212
f)/
R _g- 1L
2 P1P2

ahol p; és py a {6 gorbiileti sugarakat jeloli.
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Bizonyitas. Haromdimenzids euklideszi tér kétdimenzids feliiletének adott P pontjaban
vegyiink fel derékszogii koordinatarendszert a kovetkezoképpen:

e a P pont az origd
e a z tengely a feliilet normalisanak iranyaba mutat
e az xrz és yz sikok a fo gorbiileti sikok. O]

Ekkor a feliilet egyenlete az origd kis kérnyezetében
2 y?
Z=—+—. 5.40
201 2po ( )

A feliillet metrikajat két kozeli, a feliileten levo pont tavolsdgabdl vezetjiik le:

d dy\?
d82 = d{E2 =+ dy2 + dZQ = de -+ dy2 + (ﬁ —+ w)
P1 P2
a? y? 2 Ty
= <1 + —2) dz® + (1 + —2) dy® + 2——dzdy , (5.41)
P1 P2 P12
tehat
2
T
gn =1+ —, (5.42)
P1
T
g12 = ga1 = RS ; (5.43)
P1P2
y?
g2 =1+ (5.44)
P2

Az origéban az elsé derivéaltak eltiinnek, és maga a metrika ott az egységmatrixszal
egyenlé. Az origéban a (5.23) képletet alkalmazva kapjuk:

g1 _ 19%g1, _ 10%g2 1
C0xdy 2 Oy 2 022 pipy

R1212(0) (5.45)

Bianchi-azonossag

Rktom + Rt + R = 0 (5.46)
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Bizonyitas.
1
Rnikl;m + Rnimk;l + Rnilm;k = éRnik:l;mEklmp V—g (547)

Ahol

L cmp (5.48)

N

A kérdéses ciklikus 6sszeg 1/,/—g-szerese tehét tenzor. Attérhetiink ezért lokdlisan geo-
detikus rendszerre (ha a tenzor ott eltiinik, akkor méshol is):

Eklmp —

OR™ o 0T
R™. _— ikl — i ik 5.49
iklim ox™ ox™moxk  dxmoxt (5.49)

Ezzel

n n n 82Fnz 621—%1
R ikl;m +R imk;l +R ilm;k — 8$mall‘k - axma;l
N aQFnZk B 82Fnim
oxtdx™  Odxldxk
82Fnim a2l'\nil
+ oxkoxt  Oxkda™

=0 (5.50)

A Bianci-azonossdgbdl indexosszeejtéssel (i-t k-val, n-et [-lel) kapjuk:

0=g" (Rl iklim T R! imkyl T R ilm;k) = R+ 2R mil (5.51)
vagy
1 0R
Rl == 5.52

5.2.1. A gorbiileti tenzor fiiggetlen komponenseinek szama
Kétdimenzids eset:

egyetlen fliggetlen komponens, pl. Ris1o.

Haromdimenzids eset:

Rapye €ls6 (aff) és mésodik (70) indexpérjai hdrom-harom értéket vehetnek fel, tehat a
fiiggetlen komponensek megegyeznek egy szimmetrikus 3 x 3-as matrix komponenseinek
szamaval, azaz 6-tal. (A ciklikus Osszeg automatikusan eltiinik.)

38



Négydimenzios eset:

Rikim €lsé (ik) és masodik (Im) indexparjai hat-hat értéket vehetnek fel. Egy 6 x 6-
os szimmetrikus matrix fiiggetlen komponenseinek szama 21. A ciklikus 6sszeg csak
akkor nem tlnik el automatikusan, ha mind a négy index kiilonb6z6, ezért egyetlen
tovabbi Osszefiiggést ad a komponensek kozott. Négy dimenzidban tehat a gorbiileti
tenzor fiiggetlen komponenseinek szama 20.

5.2.2. Weil-tenzor:

1 1 1 1 1
Cikim = Rikim — §Ril9km + ERz‘mgkl + §Rk:lgim - §kagil + ER (GitGem — GimGrt)
(5.53)

Rendelkezik a gorbiileti tenzor minden algebrai szimmetridjaval, de barmely indexparjat
osszeejtve nullat kapunk (irreducibilis tenzor).
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6. fejezet

A gravitacios tér hatasintegralja

Klasszikus mezoelméleti emlékezteto. Hatas, Lagrange-stirtiség, Euler-Lagrange moz-
gasegyenlet, megmaradasi tételek. Energia-impulzus tenzor és hatarozatlansaga. Az
impulzusmomentum megmaradédsa. A gravitacids erotér hatasintegralja.

6.1. Klasszikus mezoelméleti emlékezteto

q(z,y, z,t): térmennyiség (pl. elektromagneses térerésség komponense, metrikus tenzor
komponense)
A(q,q;) : Lagrange-stiriiség (a térmennyiségektdl és azok koordindtdk szerinti ill.

idéderivaltjatol fiigg, itt ¢, — 2%

S = /A(q, q;) dS) (6.1)

(dQY=cdV dt)
O\ oA OA 0 [ O\ 0 OA
0S / {8q 0q + aq’iéq,l} d / {8(] 0q + p (8q715q> 5qaxz (9q,z} d 0 (6.2)

Euler-Lagrange-egyenlet (mozgasegyenlet):

o 0N ON

dxidq; Oq (6.3)

Energia- és impulzusmegmaradas:
Mivel a Langrange-stirtiség nem fiigg expliciten a koordinataktdl és az id6tol,
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ON 0N g OA dgy

- = — 4 ——= 6.4
oxrt  Oq Oz’ + 0q, Ozt (6:4)
A mozgéasegyenletet felhasznalva:
oA 0 OA .+8A 0 OA (6.5)
oxt 0z dqy, € 0q i Thi = Pk qz@qvk '
Nullara redukalva:
0 oA
— (g,=——=06"A) =0 6.6
axk (q, aq’k K3 ) ( )
Energia-impulzus-tenzor:
oA
TF = g,—— — 6%A 6.7
=iy, O (6.7)
A g?: = 0 kontinuitasi egyenletet a t; és t idépontok kozotti négyestérfogatra integ-
raljuk:
dpP'
=0 6.8
o (6.8)
ahol
P:/W%& (6.9)
a megmarado négyesimpulzus.
T* hatarozatlan:
i 9 i
T + @zp (6.10)
is kielégiti a kontinuitdsi egyenletet, ha ™ = —* = A megmaradé négyesimpulzus

értékét ez nem befolyasolja, mivel
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8 ikl 1 a ikl 8 ikl 1 )
| Srasi=5 [ (dsk s ) —5 [vMag=0 e

ahol df}) = €pmndf™ a df ™ = dzWmdx®" — dzMdz D™ négyes feliiletelem dudlisa.
A végtelen tavoli feliileten az integrandus eltiinik.

Az impulzusmomentum megmaradasa (skalar térre):

Az impulzusmomentum négyestenzora:

Jik = / (2'dP* — 2*dP") = / (2T — 2*T™) dS, (6.12)

Az impulzusmomentum megmaradésa ekvivalens az impulzusmomentum-siiriiség né-
gyesdivergenciajanak eltinésével:

. . . . 0 . .
0= J"ty) — J*(t;) = 7{ (2" T — 2FT™) dS) = / g (2'T* — 2FT") dr  (6.13)
5 2 (2T — 2*T") =0 (6.14)
Oxt N '
De
5 (2T — 2*T") =2 o " o+ ST — opT = Tk — T (6.15)

tehat az impulzusmomentum megmaradésabdl T* szimmetrikussaga kovetkezik.

6.2. El6készités (néhany fontos azonossag levezetése)

Determinéns derivaltja:

Jg 0 ioinisic ioivizis 090i
k= 9 P2 G0 9101 9215 G3ig = €01 d%]fglingizgSiS . (6.16)
85220 egyiitthatdja
€012 914 Goiy 3 (6.17)
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a 0. sorhoz és ig-ik oszlophoz tartozé eldjeles aldeterminéns, azaz g g". (Hasonléan

a tovabbi tagokra.) Ezzel

99 _ gl 0gij
Oxk Oxk
Mivel .
9597 =07 =4,
i 99i _ 09"

bt = g

A Christoffel-szimbdlum definiciéja,

29

ox! + oxk  Ogm

i — 1 im (agmk OGmi 59kl)
K= 5

alapjan

i = 59

2 oxt oxk  Ogm 29

Vektor kovarians négyesdivergencidja:

-~ DA Al ,
Al = _9 + T AF =

0A* 1 dg
L= . . —Z AF =
o Dat oxt *

ozt ' 29 Ok

oxk

1

"~ 2 Oxt

0(/ =3 A

~ vV

oxt

6.3. A gravitacios erotér hatasintegralja

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)

A gravitdcids tér egyenletei a fizika més dgaib6l nem vezethet6k le (14j fizikai torvények,
1916). Csupan analdgidk hasznalhaték motivacioként: masodrendii téregyenleteket va-
runk (els6 derivaltak a Lagrange-siirtiségben), a Lagrange-stirtiség skalar, térmennyisé-

gek: a metrikus tenzor komponensei.

Probléma: A metrikus tenzor els§ derivéltjaibdl (Christoffel-szimbélumokbdl) nem
képezheto skalar, a rendelkezésre all6 egyetlen nemtrivialis skalar mennyiség, a skalar
gorbiilet (R) viszont mésodik derivaltakat is tartalmaz. Megoldds: mivel R a mésodik
derivéltakat csak linearisan tartalmazza, megmutatjuk, hogy

/ Ry/=gdS = / GV/=gd + / O=gw) g
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ahol G csak a metrikus tenzor elsé derivaltjait tartalmazza. (A w' mennyiség nem
transzformalodik vektorként!). Tekintsiik ehhez R+/—g kifejezésében a masodrendii de-
rivaltakat tartalmazo tagokat:

Masodik derivéaltak csak a Christoffel-szimbolumok derivaltjaiban szerepelnek. Eze-
ket a tagokat tovabb alakitva:

km arzm o gki arq];nm
ox’ ox?

V=3 (g ) T P T (6.25)

b B b By

o <Pi 9 (\/__g gkm) _Tm 0 (\/__g gk2)> (6.26)
Tehat

wh = ¢"" T, = 6 T, (6:27)
és
e d(v=g94d") T}, 9(=g9")

G=g" (Im Ty, —Tmry o . — —hm 4 6.28
g ( nm= ki ni km)+ \/_—g ot \/_—g ot ( )

A metrikus tenzor derivéltjait kifejezziik a Christoffel szimbdélumokkal (g’lk =0):

o = L g™ =T g" (6.29)
Kapjuk:
Tehat
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G =g" (T3, — Thlh) (6.32)

A Lagrange-striiség

3

c
— R/ — 6.33
167k g ( )
’ e . e ’ . . ~11 m3
A negativ eldjel biztositja, hogy a hatés pozitiv definit legyen. k = 6.67 x 10 HkgSQ

a gravitaciés allandé.
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7.

fejezet

Energia-impulzus-tenzor

Uj levezetést adunk az energia-impulzus-tenzorra, amely azonnal szimmetrikus 7j;-t ered-
ményez

Gondolatmenet:

Végtelen kis altalanos koordinatatranszformaciot végziink.

Ennek kovetkeztében az anyag hatasfiiggvénye (mivel a Lagrange-siirtiség skalar)
nem valtozhat, S = 0.

Formalisan felirjuk a hatas koordindtatranszformaciobdl eredé megvaltozasat és
egyenlové tessziik nullaval.

Az anyagot jellemz6 térmennyiségek (pl. elektroméagneses térerésségtenzor) kielégi-
tik a mozgasegyenleteket, igy a koordinatatranszformaciébol eredé megvaltozasuk
a hatas kifejezésében elsé rendben nem ad jarulékot.

Csak a metrika megvaltozasa eredményez nemtrivialis valtozast. Eredmény: egy
szimmetrikus tenzor (Tj;) kovaridns négyesdivergencidja nulla. (Ez most nem je-
lenti automatikusan megmaraddé mennyiség 1étezését!)

S = %/A\/—_g Q) (7.1)

Infinitezim4alis koordindtatranszformacio:

" =1+ ¢ (7.2)
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(€' kicsi)

17 a§Z i agz l
dz'" = da" + &vld (51 + 8x1> dx

. g ok ‘ gk
tik o g0 o omng .l ) k ~ ik im kn
g (@") =g (aﬁ)(5m+axm) (5n+axn)~g (@) +g™ o+ 5

Atalakitjuk a baloldalt:

a g/z‘k
ox!

g/zk;( /l) ngk(CL’l—i-él) :glik(l’l) + fl %glik(xl>+

Végiil tehat

rike I\ _ diky 1 l kn
9" (2) = g™ (2") — 83:’5 am+g P
. ? L
Sz,k _|_€kz g afn k:m % gl +gzmafm +gzmrk lfl

aqik .
ozl

=g aerg an+g g az&—g aerg pye

im agk o agz agzk:
— 4 ox™ t9 ox"  Ox

gl

Tehat

g/z‘k(xl) — gik(l‘l) + 5gz'k<l,l> 7 5gik — éi;k _|_£lc;i

Hasonléan (mivel g'*g;, = 6} )

9ie(@) = gin(2") + g (') , 0Gi = —Eisk — &k
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(7.3)
0 (74
3 (7.5)
(7.6)
8gml 1
Oz ) §
kmgnm%fl
(7.7)
(7.8)
(7.9)



0 (/= & O(/=gA) . (0g*
551/{%59 ; ;@f&(a@)}dg

1/{3(\6/;_5A)%(8(9(\</%—9?/)\))}5gmd9

Legyen

o2 {W——gmi(aw-—gm)}

o (%)
(Szimmetrikus!)

Ekkor

1 .
55 = o / Tidg™* /=g dQ
c
dg™* kifejezését behelyettesitve:

1 y .
55 = 5o [ T (€ +¢4) v=ga

Masképpen:

5= [ Tugt ymgan =3 [ 146, v=g a0
C C ’
1 ) 1 )
[ @), vmgan -2 [eh y=ga0

C

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)

Az els6 tagban felhasznaljuk a vektorok kovaridns négyesdivergencidjara vonatkozo

azonossagot. Kapjuk:

[, vgaa= [ (v ie) ao

Ezt a négydimenzios Gauss-tétel segitségével atalakitva nullat kapunk.
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Marad:

68 = —% /5@' Th, /=g d (7.16)

Mivel £ tetsz6leges,

T =0 (7.17)

kovetkezik. Ez sik téridében az energia-impulzus-tenzor kontinuitasi egyenletével
azonos alakt.

7.1. Példak energia-impulzus tenzorra:

7.1.1. Elektromagneses tér

Lagrange-stiriiség (1/—g¢g nélkiil):

A=-Lp, pik (7.18)
4
Energia-impulzus-tenzor:
l 1 im
Ty =€ | —Ful) + ZFsz Gik (7.19)

7.1.2. Makroszkopikus anyag (por, gaz, folyadék stb.)

Ty = (p + €)uiug, — p Gin (7.20)

Itt p a nyomds, € az energiastiriiség (térfogategységre esé energia), u' pedig az anyag
négyessebessége.
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8. fejezet

Einstein-egyenletek

Variacios elv:
d(Sy;+ Sm) =0 (8.1)

A metrikus tenzor komponensei szerint varidlunk.

05, 5/R\/—ng = (5/g“‘77€ik\/—gdﬂ
_ / (Rier/=90g™ + g*Radv/=g + g™ V=g0Ru) d2  (8.2)

1 .
5V=9 = 5V g 59" (53)

1 ) .
5/Rv —gd§) = / (Rzk - §gz‘kR) Sg™dQ + /g’%Rik Vv —gdS) (8.4)

Megmutatjuk, hogy a masodik tag eltiinik:

0Tk Apdx' vektor, mert azonos pontokban levé vektorok kiilonbsége. Eszerint

6Tk tenzor.

Lokalisan geodetikus rendszerben szamolunk. Ekkor a metrikus tenzor els6 derivaltjai
eltlinnek.

o
ox!

0

GFO Ry, = g (igrék — _M‘él) = (8.5)

ox! oxk
ahol

o0



w! = gikéfik — gil5ka (8.6)

Altalanos esetben tehat

1 0(y=gu')

TR = 8.7
9 k N I (8.7)
A Gauss-tételt alkalmazva bizonyitjuk az eredeti allitast.
Tehat
55, = —C / Rix— ~guR ) 6g™do) (8.8)
g — 167k ik 2gzk g .

Az anyag hatéasintegraljanak variaciéja (1d. az energia-impulzus-tenzor levezetését):

1 )
5S,, = % / Ti0g™ /=g dQ (8.9)
c
Végiil tehat a teljes variacio:

3

c 1 8k ik
_167rk: / <Rzk - §gikR - ?Tik) 09" dS (810)

amibol megkapjuk az Einstein-egyenleteket:

1 81k

Rir — §gikR = C_4Tz’k (8.11)
Masképpen:
1 8k
RE— ~0FR = —TF 8.12
i 9t Al ( )
Az indexeket Osszeejtve:
8k



Ezért irhatjuk:

Rix = @ (TZ - lgisz> (8.14)
& 2

Az Einstein-egyenletek nemlinearis, masodrendii parcialis differencialegyenletek. Csak
a metrikus tenzor térszerii komponenseinek fordul el benniik a méasodik idoderivaltja,
és az is csak az ...§ tipusi térszeril indexeket tartalmazé egyenletben. A madsik négy
egyenlet csak elsé idoderivaltakat tartalmaz, ezek tehat kényszerekként értelmezhetok.
Az anyag és gravitaciés tér kezdeti értékei emiatt nem adhaték meg fiiggetleniil. Ossze-
sen nyolc fiiggetlen kezdeti feltétel adhaté meg, ezek koziil négy az anyagot jellemzi
(pl. a négyessebesség komponensei), négy pedig a szabad gravitacids teret (két fiigget-
len polarizacié, amplitudok és idéderivaltjuk). Az anyag mozgdsegyenlete kovetkezik
az Einstein-egyenletekbol. Az egyértelmli megolddshoz az anyag allapotegyenletére is
sziikség van, ezt az Finstein-egyenletek nem tartalmazzéak.

Konzisztencia az energia-impulzus tenzor kovarians négyesdivergenciajanak
eltiinésével

Az Einstein-egyenletek levezetéséhez az energia-impulzus tenzor olyan alakjat hasznal-
tuk, amelynek alapveto tulajdonsaga volt kovaridans négyesdivergenciajanak elt{inése.
Megmutatjuk, hogy ez 6sszhangban van az Einstein-egyenletekkel. Az (8.12) egyenlet
mindkét oldalanak kovarians négyesdivergencidjat véve
1 8k
_or T

RE,— R

2 N ? Z;k’ (815)

adddik. A baloldal a Bianchi-azonossdghdl kovetkez6 (5.52) sszefliggés miatt eltiinik.
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9. fejezet

Megmaradasi tételek

Gorbiilt téridében az energia-impulzus-tenzor a

TF =0 (9.1)

2

koninuitasi egyenletnek tesz eleget, ami felirhato

10 (Tzk\/__g) _ lagk‘lTkl .

vV—g  OxF 20zt

alakban. Ebbdl nem kovetkezik megmaradési tétel!

Magyarazat: csak a gravitacios tér és az anyag egyiittes energidja és impulzusa marad
meg.

A megmaradd, teljes négyesimpulzus meghatarozasa

Az Einstein-egyenletek felhasznélasdaval olyan kifejezést keresiink, amely a gravita-
cids tér kikapcsoldsakor (azaz lokélisan geodetikus rendszerben) az anyag T energia-
impulzus-tenzoraba megy at, térfogati integralja megmaradé mennyiség, és melynek al-
taldnos esetben T%-t4l val eltérése a metrikdnak legfeljebb elsé derivéltjaitdl fiigg.

Lokalisan geodetikus rendszerben szédmolunk (az adott pontban a metrikus tenzor
els6 derivaltjai ill. a Christoffel-szimbélumok eltinnek)

Az adott pontban

2

0 (9.2)

Ty = 5 =0 (9.3)
Tt az Einstein-egyenletek segitségével
; anz‘kl
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alakra hozzuk (még mindig lokélisan geodetikus rendszerben), ahol

(Ekkor a kontinuitési egyenlet azonosan teljesiil.)
Ehhez
kiindulunk az Einstein-egyenletekbol:

4

i ¢ (g L
" = Sk (le 2gzk72> (96)

Felhasznaljuk, hogy lokalisan geodetikus rendszerben

w1 P g g > g g
tk _ — _im_kp In p mn_ n_ mp
RE=59"97 {axmaxn Dxldzr  9zmdxr 8xl3x”} (5.7)
Kapjuk:
, 0 1 0 , ,
Tzk - o ik Im _ _al _km 9.8
o7 {<_g) To2k [(=9) (9" g™ — g9 )l } (9.8)
bik (9.9)
(il = L pikl)
Lokélisan geodetikus rendszerben
) 1 Gbikl
ik
- 9.10
(—g) Oa (8:10)
vagy
] abikl
—g)T™" = 9.11
()T = = (9.11)
Visszatériink altalanos gorbevonali koordindtakra. Ekkor
) ) 8bikzl
—g) (T™* +t*) = 9.12
(—9) (T + ) 7 (9-12)

o4



ahol #¥* csak a metrikus tenzor els derivaltjaitél fiigg. Expliciten (T%-t ismét a
téregyenletbél véve):

t* = {(g"g"" — g*g"™) (20}, T, — TjL%, — TLIE,)

+ gty (T3, 1, + T 0, = 10, 00, = Tg,08)

Ilp™ mn Im= np
t* a gravitacids tér energia-impulzus pszeudotenzora.
Mivel
azonosan teljesiil, hogy
2 (—g) (T" %) =0 (9.15)
Oxk '
Emiatt
i1 ik | ik
Pt=— [ (=9) (T + ™) dS), (9.16)

megmarado mennyiség. Ez az anyag és a gravitacios tér egyiittes ,négyesimpulzusa’.
(Ténylegesen nem négyesvektor, mivel a négyesvektorok a tér kiilonboz6 pontjaiban kii-
lonbozdképpen transzformalédnak, P! pedig egy teljes hdromdimenziés hiperfeliilethez
tartozik.)

Mivel (—g) (T + t*) szimmetrikus az i, k indexekben, megmarad a négyes impul-
zusmomentum:

C

A tomegkozéppont megmaraddsa a J° mennyiség megmaradésanak felel meg:

xo/ (T + %) (—g)dV — /mo‘ (T +t%) (—g)dV = const. (9.18)
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Masképpen:

« Pa
X = const. + ﬁxo (9.19)

ahol

o [ 2> (T 4 %) (—g)dV
T+ ) (~g)av

(9.20)

A négyesimpulzus és a négyes impulzusmomentum kifejezése feliileti integralként:

1 [ o™ 1 [ oy 1 ,
P = = — _ szozd .
- | B av i av Cj{ If o (9.21)

Hasonldéan beldthatd, hogy

. 1 ) . )
Jzk — E % (l,zkaa o xkaO(x + )\zOoak:) dfa (922)
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10. fejezet

Gombszimmetrikus gravitacios tér

Sztatikus gravitacids tér. Gravitacids voroseltolodas. Szinkronizélt vonatkoztatési rend-
szer. Gravitald testek erétere. Gombszimmetrikus gravitacios tér. Schwarzschild met-
rika. Mozgas gombszimmetrikus gravitacios térben. Eseményhorizont. Gravitaciés kol-
lapszus.

10.1. Gravitald testek erotere. Gombszimmetrikus
gravitacioés tér. Schwarzschild metrika.

Gombszimmetria: a téridé-metrika a kozépponttdl egyenld tavolsagokban levé pontokban
azonos. Az fvelemnégyzet legdltalanosabb gémbszimmetrikus kifejezése

ds® = h(r,t)dr® + k(r,t)(sin® Ody® + dO?) + I(r, t)dt* + a(r,t)drdt (10.1)

Az r = fi(r',t"), t = f2(r', 1) alaki transzformécick megérzik a gémbszimmetridt.

Elérhetd, hogy a(r,t) = 0 és k(r,t) = —r? legyen. Igy az 4ltaldnossdgot nem csorbitva
irhatjuk, hogy

ds* = e’c*dt® — r*(dO? + sin® Ody?) — e dr? (10.2)

20 =ct, 2t =71, 22 = 0O, 2® = ¢ vélasztassal a metrikus tenzor nullatdl kiilonbozd

komponensei
goo =€", g1 = —eA, 22 = —r?, 933 = —r?sin® © (10.3)

ill.
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GO =e gl= e g2 = 2 B ;25129 (10.4)

A nullatdl kiilonbozd Christoffel-szimbdlumok:

)\/ /
=5, [ =Th= % T2, = —5in© cos O (10.5)
)'\ /
), = §e’\’”, [y, = —re™, Tfy = %e””\ (10.6)
] .

[, =05 =T=0%= o 33 =I5 = coth®, Ty, = g (10.7)

1 LA 20 A
I'ip=T5 = > ['3; = —rsin® Oc (10.8)

(Itt v/ = Ov/Or és v =0v/ot )
Ebbdl az Einstein-egyenletek:

S 1 k
e (i n ) F o= SclTll (10.9)

1 2 ARV AV 1 . y 2 )\ Sk Sk
—58_)\<I/H+V——|—V A _VA)+_e_u<)\+)‘__V_>:LT22:iT§

2 r 2 2 2 2 A A
(10.10)
1 N 1 8k
A _ 0
B N Sk
—e A; = C—4T01 (10.12)

Anyagmentes esetben (az eréteret létrehozé tomegen kiviil) csak hérom fiiggetlen
egyenlet van:
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©o 1
DU | 1
e (? — —) +— =0 (10.14)

A=0 (10.15)

A vakuumbeli egyenletek megoldéasa:

A nem fiigg az idotol

A+ v = F(t), ahol F(t) nullava tehetd az id6 alkalmas ¢t = f(t') alaku transzformé-
cidjaval

t.
e =er =14 2 (10.16)
r
Nagy tavolsagok esetén goo = 1 + 26—;" =1- 252];4 , ezért
2kM
const. = —ry = — = (10.17)
Schwarzschild-metrika (K.Schwarzschild, 1916):
2 g\ 22,2 20342 | .02 2 dr?
ds? = (1— —>c At = 1*(dO” + sin” Ody?) -~ (10.18)
- Ty
(térbeli metrika, keriilet, sugér, idétartamok)
Nagy tavolsagban érvényes kozelito alak:
2kM
ds® = dsj — —— (dr® + dt?) (10.19)
cr
8k [ 2kM
e =1- %/ Tor%dr =1 - = (10.20)
ctroJo cAr
%
dr [ 0
M= — [ Tyr<dr (10.21)
¢ Jo

(gravitaciés tomeghiany)
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10.1.1. Mozgas gombszimmetrikus gravitacios térben

Lagrange-fiiggvény gravitacios térben mozgd ponttomeg esetén:

L= —meqy = —me rooc2(1-") c2 c2

ds 2\/ Tg 72 r202  r2gin? Op?
dt

m az erétérben mozgd részecske tomege.

(10.22)

Ha a z tengely a harmas impulzusmomentum-vektor irdnyaba mutat, akkor a mozgas

az zy sikban megy végbe, tehat © = 7, © = 0. Ekkor
L:—mc2\/ Ty 72 _r2¢,2

Megmarad6 mennyiségek:
Impulzusmomentum:

Ebbdl

m2c2r? r
Ezzel
2 - J2
S ey Lt e
r 72
it as
Energia:

Idofiiggés és palya:

60

(10.23)

(10.24)

(10.25)

(10.26)

(10.27)



Y= Je 1 (1 — E) (10.28)

_— _;_gwl_(%éf( (e ln) e

Ezekbol:

_ / dr (10.30)

:/ dr (10.31)
™ (2) - ((m6)2+ 1) (1-72)

Fénysugar esetében m = 0, % = p, ahol p az iitkozési paraméter (végtelenbél jovo
fénysugéar tomegvonzas hidnyaban p tavolsdgban haladna el az er6tér centruma mellett).
Ekkor tehat

d
ot = / L (10.32)
(-w)1-50-7)
d
p = / - (10.33)
e D)
10.1.2. Gravitacios kollapszus
A Schwarzschild-metrika szingularitdsa nem jelenti a téridé szingularitasat (g = —r*sin? ©

pl. nem szinguldris), csak azt, hogy r < 7, esetén az r, ©, ¢ merev koordinatarendszer
valodi testekkel nem valésithatd meg.
Koordinatatranszformacio:

T = :i:ct:l:/f(r)dr, R = ct+/(1_L (10.34)

1—-1
T
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Az 1j koordindtakban az ivelemnégyzet:

1 -1
ds® = - er (Pdr® — f2dR?) — r*(d©® + sin® ©dy?) (10.35)
r) = \/r,/r valasztassal a szingularitas eltiinik és szinkronizalt koordinatarend-
f g Alasztéassal laritas eltiinik é k At koordind d
szerhez jutunk:

D) 3/2

R—er= / ((11 {g;d}" _ grm (10.36)
-7 Ty
3 2/3

r= {i(R — CT):| r;/?’ (10.37)

ds® = *dr? —

4/3
(R — CT):| rj/?’(d@2 + sin® Ody?) (10.38)
Schwarzschild-gémb:

3
Q(R —cT) =1y (10.39)
Radidlis mozgés "kiviilrol nézve”:

J=0, Ey=mc [1—--2 (10.40)

T0 d
c(t —to) = /1 — T—g/ L (10.41)
To Jr _Tg Tg _Tg
0 (1) SR
A Schwarzschild-sugarat az 6sszehtizédo objektum végtelen id6 alatt éri el:
r—1r, = const. X e T (10.42)

Sajatidoben mérve azonban a test véges ido alatt athalad az eseményhorizonton és szintén
véges id6 alatt a centrumba esik:

1 ~1/2
T—To= —/ <r_g — &) dr (10.43)
c T
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11. fejezet
Gyenge gravitacios mezok

Kis tomegek esetében a gravitaciés mezok mindeniitt gyengék lehetnek, pontosabban ta-
lalhaté olyan koordinatarendszer, melynek pontjaiban a metrika a Minkowski-metrikatol
csak csekély mértékben tér el. Az ilyen koordinatarendszerek valasztdsa nem egyér-
telmi, mivel az identitashoz kozeli koordinatatranszformacié ugyanilyen tulajdonsagui
koordinatarendszerbe visz at.

Gyenge gravitaciok mezdk esetében a metrika tehat felirhaté
it = Nk + N (11.1)

alakban, ahol n;; a Minkowski-metrika, h;;, komponensei pedig abszolit értékben kicsik
az egységhez képest. Ilyen koriilmények kozott a hj-ban négyzetes és annal magasabb
rendi tagok elhanyagolhaték. A metrikus tenzor determindnsa pl. kozelitéleg

g=—1—n"*hy (11.2)

lesz, a kontravarians metrikus tenzor pedig

g% =" — 0"y, | (11.3)

amit kozvetlen szdmitdssal ellendrizhetiink. Az indexek fel- és lehuzdsat a Minkowski-
metrikaval fogjuk végezni, tehat definicio szerint

h* = it hy, . (11.4)
A Riemann-tenzor linedris rendig

1 ( 0?him O hyy 0?hy 82hkm)

Riktm = 5 - - (11.5)

oxkozx! + oxiox™  Oxkox™  Oxi0x!
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amibdl a Minkowski-metrikéval végzett indexosszeejtésekkel kapjuk a Ricci-tenzort:

Ly Phim 0%hy 02hy, 2hy,
_1 0 Pl ORI, d*hl o%h!
2 ( T oo + Oz Ok + 0zl oz™  Oxkdrm (11.7)

Ha 2 = 2% + £({2*}) alaki transzformdciét végziink, ahol a & fiiggvény kicsi, akkor

(11.8)

lesz az 1j koordindtarendszerben a metrika korrekcidja, ami tovabbra is kicsi. FEzt a sza-
badsigot, tehdt a négy &' fiiggvény tetszéleges megvalasztdsanak lehetéségét arra hasz-
naljuk, hogy alkalmas mellékfeltételeket kiszabva egyszertisitsiik az Einstein-egyenleteket.
Legyen

YF=nf — zéfhg : (11.9)
A mellékfeltételek legyenek
Ok
81:162 =0. (11.10)

Konnyen belathatd, hogy a (11.7) egyenlet utolsé harom tagja ennek kovetkeztében kol-
csonosen kiejti egymast. Marad tehat

— il a hkm
o 77 Ozidr!

Itt 0= A —1/c29%/0t? a d’Alambert-operdtor. Az Einstein-egyenletek ennek megfele-
16en az

Riom thm (11.11)

1
SOvt = @T’“ (11.12)
C

alakot oltik. Kozvetleniil belathato, hogy a (11.10) mellékfeltételek teljesiilnek.

11.1. Sztatikus gravitacios tér

Sztatikus tomegeloszlds esetén a T komponenshez képest az energia-impulzus tenzor
tobbi tagja elhanyagolhaté. Ekkor a (11.12) egyenlet a

167k
2

AYd = —="p (11.13)
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alakot 6lti, ahol p a tomegstriség. A tobbi komponens esetén a jobboldalon nulla all,
amib6l az kdvetkezik, hogy ¥ tobbi komponense eltiinik. A (11.13) egyenlet megolddsa

Ak [ p(x)dr

U = -5 (11.14)

v —r/|
amibdl

2k [ p(x")d*r  2®(r)
? r—r/| ¢

ho(r) = —h2(r) = (11.15)

adddik. Itt az a térszerl indexre nincs Osszegzés, ®(r) pedig a klasszikus newtoni gravi-
tacids potenciadl. Az ivelemnégyzet gyenge szatikus gravitdcids térben tehat

c? c?

ds® = (1 + 2®(T)> Adt® — (1 — QCD("")) (da® + dy® + d=?) . (11.16)

11.2. Stacionarius gravitacios tér

Az energia-impulzus tenzor és metrika tovdbbra is id6tél fiiggetlen, azonban Ty mellett
a T¢ ill. T? komponensek is szdmottevéek. A (11.13) egyenlet mellett a

o lomk

egyenlet is megoldandd, a megoldas

4k [ p(r)v*(r")dPr’

hg(r) = —— 11.18

0 (I‘) 3 ‘I‘ o I'/‘ ( )
J impulzusmomentum forgd test esetén az eredmény
2k (r x J),,

11.3. Gravitacios hullamok

11.3.1. Gravitaciés hullamok terjedése Minkowski-térben

A forrasoktdl tavol a gyenge gravitacios tér egyenletei a

OyF =0 (11.20)
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hullamegyenletek, melyeknek a trivialis nullan kiviil fénysebességgel terjedd hullammeg-
olddsai is vannak. Ha a metrikét aldvetjiik a (11.8) koordinatatranszformaciénak, a
transzformélt metrika tovéabbra is teljesiti a (11.10) mellékfeltételt, amennyiben

O¢ =0 (11.21)

teljesiil. Ezt a szabadsagot fel fogjuk hasznalni a metrika egyszeriibb alakra hozéasara.
A (11.20) egyenlet sikhullim megoldasat

Y = Al exp (ikja’) (11.22)
alakba irhatjuk, ahol a négyes hullamszamvektor négyzete nulla,
kik! =0, (11.23)
a mellékfeltételek kovetkeztében pedig
A" k=0 (11.24)
teljesiil a konstans A7 amplitudéra. Mindebbdl a metrika korrekcidjara
R, = (Anm — %nnmA§> exp (ik;a’) (11.25)

adédik. Végezziink olyan z'" = 2" + £"(z) koordinatatranszforméciot, melyre (11.21)
teljesiil, legyen specidlisan

§" = ("exp (ik;a?) | (11.26)
aho (™ konstans vektor. Ezzel
ALy = A+ K G — ik G — Tk G (11.27)

Az altalanossag csorbitdsa nélkiil valaszthatjuk a koordinatatengelyeket gy, hogy a hul-
lamszamvektor térszerd része éppen az x tengely pozitiv iranyaba mutasson. Ekkor tehat

kO = ]{?1 = k‘, k2 = ]{33 = 0. Ezzel (1124)—b61

Ajg = —Agy = — Ay, (11.28)
Ay = — Ay, (11.29)
Ay = =AY, (11.30)

kovetkezik. A négy (" szamot gy valasztjuk meg, hogy Al,, Ay, A%y és Ay + Al
nulldva véljon. Ekkor az A spur is eltiinik. Ezek a feltételek expliciten (11.27) szerint
azt jelentik, hogy

Ao + ikCoy — ik( = 0 (11.31)
Agy — ik(y = 0 (11.32)
Az — k(3 = 0 (11.33)
Agy + Asz — 2ik(Co+ () =0, (11.34)
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ami a (; komponensekre mindig megoldhaté. A (11.27) transzforméciébdl ugyanakkor

Al23 - A23 (1135)
Apy — Ay = Agg — Asg (11.36)

kovetkezik, ezeket a mennyiségeket tehat a koordindtatranszformacié nem befolyasolja.
Végiil tehat h,,, egyiitthatématrixa

(11.37)

o O O O
o O OO
[a]

(a]

A23 _A22

lesz, tehat a két fiiggetlen Ay és Az mennyiség hatdrozza meg. Az amplitudéomatrix
merdleges a harmas hullimszdm-vektorra' (azaz A, k* = 0), tehdt transzverzalis hul-
lammal van dolgunk. Az amplitudét meghatarozé két fiiggetlen mennyiség két lehetséges
polarizéciénak felel meg (Agy = 0 és Agg = 1ill. Ayz3 = 0 és Az = 1), melyek a terjedés
iranya (az x tengely) koriili 45°-os elforgatdssal vihetok at egymasba.

11.3.2. Gravitaciés sikhullam altal szallitott energia

Sikhulldmokra a gravitacids tér (9.13) energia-impulzus pszeudotenzora
4

€ pnipmik (11.38)

27k ™"

alakban egyszeriisodik. Az z tengely mentén terjedd sikhullamra ebbél az energiadram

strliségére
o1 A N2 1. N
ot = [(h%) +7 <h22 . h33> } (11.39)

addédik.

11.3.3. Gravitaciés hullamok kisugarzasa

Forrdsok, azaz nulldtdl kiillonbozé energia-impulzus tenzor esetén a (11.12) egyenletet
kell megoldani. Ez pontosan ugyanolyan alaki, mint elektromagneses sugarzas esetén a
négyespotencial egyenlete, ennek megfeleléen a megoldas kozvetleniil felirhaté:

Ak [T )

(e, t) = —— , (11.40)

v — /|

!Természetesen a négyes hullimszam-vektorra is merSleges.
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ahol

—
poplr=rl (11.41)

c

Feltéve, hogy a forras kiterjedése a hullamhossznal joval kisebb, a megfigyelési pont tavol-
saga a forrastdl pedig a hullimhosszndl jéval nagyobb (hullimzona), akkor ez kozelitoleg

) 4k ) 3
Pl (r,t) = “arR, /Tg(r',t')d r (11.42)
alakba irhaté, ahol
R
t=t—=2 (11.43)
c
és
Ro = ’I’ — I'()’ y (1144)

ahol ry a forras belsejébe es6 tetszoleges, rogzitett pont.
Ezt a formulat az elobbiek szerint elegend6 térszerti indexekre kiértékelni, tehat a

4k YA X I
ha5<r, t) = _C4—R0 /Taﬁ(r ,t )d r, (1145)
képletet hasznalhatjuk. A kontinuitdsi egyenlet most egyszeriien

8T00 - 8T0 w

és
T, T,
50 " e = (11.47)

alakba irhaté, amibol

Ty 0°Ty, OT,,
pr— pr— 1 1 . 4
0202 Oxtoz®  OxrOoxv ( 8)

kovetkezik. Ha mindkét oldalt 2*z”-val szorozzuk, ebbél

P Tyox®z” _ 0P T, _ 8waa:175 9 0 (
0202 oxrox? oxrox? oxH

adodik. Az egyenlOséget a harmas térre integralva, Gauss tételének alkalmazaséval kap-

juk, hogy
a 2
<ﬁ) /m%ﬁTOOd?’r. (11.50)
X
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fgy tehat

%
C4R0 8t2

hop(r,t) = /p(r',t')x’o‘x’ﬁd?’r’ : (11.51)

ahol p = Ty /c? a tomegstirtiség. Bevezetjiik a

Qap = /p(?)xaxﬁ - 5agx3)d3r (11.52)

kvadrupdlmomentum-tenzort. Ezzel a forrastél tavol x iranyban elhelyezkedé megfigye-
lési pontban a két transzverzalis amplitudé

2k .
= 11,
has iR, Qa3 (11.53)
és
has — hgz = “3R, (sz - Q33> : (11.54)

Az z irdnyu energiadram-stirtiségre ezzel (11.39)-bdl a

01 __ k

o
Ty o2

IO v 9

Bt} (G- 0 (1.5
formulat kapjuk. A gravitaciés sugarzas altal szallitott energiat a teljes térszogre vett
integralassal kapjuk, a végeredmény

dFE k -0
— =—0 11.
dt ~— 45cp Y (11.56)

ahol az «,  indexekre 6sszegezni kell. Konnyen kiszamithato ennek segitségével két, ko-

z0s tomegkozéppont koriil keringd égitest gravitacidés sugarzasa miatti energiaveszteség:
_dE _ 32k m3m3a(my + my)

dt 5¢5rP ’

(11.57)

ahol m; és my az égitestek tomege, r az egymastol mért tavolsaguk. Természetesen
a formula adiabatikus kozelitésben érvényes, amikor a gravitacios sugarzas altal elvitt
energia sokkal kisebb, mint a kett0s rendszer mechanikai energidja, és emiatt r csak
lassan valtozik a keringés periddusidejéhez képest.
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12. fejezet

Az altalanos relativitaselmélet
kisérleti bizonyitékai

Az ekvivalencia elvének kisérleti bizonyitékai. Perihélium-elfordulds. Fényelhajlas gra-
vitaciés térben. Osszehasonlitas a newtoni gravitacio kovetkezményével. Gravitacios
voroseltolédas. Gravity Probe B kisérlet. Gravitaciés hullamok, Hulse-Taylor-pulzar.

12.1. Az ekvivalencia elvének kisérleti bizonyitékai

Az altalanos relativitaselmélet szempontjabdl kulcsfontossagu az ekvivalencia elve, mely
szerint a tehetetlenségi erdk és a gravitacids erck lokélisan ekvivalensek. Ez egyben azt
is jelenti, hogy a gravitacios mezobe tett testre haté eré annak tehetetlen tomegével ara-
nyos (ahogyan a tehetetlenségi erék esetében), és semmilyen més tulajdonsagatol nem
fiige. Ez a feltevés kisérletileg ellendrizheté. Ha a tehetetlen és a stlyos tomegek egyen-
16ek, akkor a csak gravitacids mezoben térténo mozgas a tomegtdl és anyagi mindségtol
fiiggetlen. Emiatt alkalmasak az ekvivalencia elvének ellendrzésére az ejtési ill. ingaki-
sérletek. A torzids inga alkalmazdsa a forgd Foldon a centrifugélis er6 és a nehézségi erd
egyideju hatdsat méri. A gravitacids er0 vizszintes komponenseinek kis kiilonbségei a
fiiggbleges helyzetii vékony fémszalat elcsavarjak. A kisérletekben az elcsavarodés szogét
mérik. Az Eotvos-féle torzids ingaval (az inga tobb kiilonbozé poziciéjdban mérve, értve
ezen a fiiggbleges tengely koriili elforgatast) meghatarozhaték a gravitacios potencidl ve-
gyes masodik derivaltjai, A¢ és ezenkiviil az inga karjain elhelyezett tomegek silyanak
esetleges anyagi mindségtdl vald fiiggése. Eotvos mddszere (geofizikai jelentéségén tl,
mert egyébként az USA legnagyobb olajlelhelyét az Eotvos-féle torzids inga segitségével
fedezték fel) a maga kordban kivételes tudomanyos hatasu volt. Mérésének pontossagat
Renner Janos még a 30-as években a 25-szorosére novelte. A jelenlegi legpontosabb mérés
a hibahatart csaknem tovabbi négy nagységrenddel csokkentette. Mai tudasunk szerint
legalabb 13 jegy relativ pontossiggal azonos a tehetetlen és a silyos tomeg (legaldbbis a
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megvizsgalt anyagokra).
Ciufolini és Wheeler 6sszedllitasa az elvégzett kisérletekrol:

’ Ev ‘ Személy Hiba Modszer
5007 | Philoponus "kicsi” ejtési kisérlet
1585 | Stevin 5x 1072 | ejtési kisérlet
15907 | Galileo 2 x 1072 | inga, ejtési kisérlet
1686 | Newton 1073 inga
1832 | Bessel 2 x 107° | inga
1910 | Southerns 5x107°% | inga
1918 | Zeeman 3 x 1078 | torzids inga
1922 | E6tvos 5x 107 | torziés inga
1923 | Potter 3 x107°% | inga
1935 | Renner 2 x 10710 | torzids inga
1964 | Dicke,Roll,Krotkov | 3 x 10~ | torziés inga
1972 | Braginsky,Panov 10712 torziés inga
1976 | Shapiro, et al. 10712 lézerfény visszaverddése a Holdrol
1981 | Keiser,Faller 4 x 10~ | 1isz6 torzids inga elektrosztatikus visszatéritéssel
1987 | Niebauer, et al. 10719 ejtési kisérlet
1989 | Heckel, et al. 10t torzids inga
1990 | Adelberger, et al. | 10712 torzids inga
1999 | Baessler, et al. 5 x 107! | torzids inga

12.2. Perihélium-elfordulas

Perihélium-elfordulds (gyenge gravitacios tér esetén):
Mivel a potencial nem tisztdn 1/r-es, hanem 1/73-6s korrekciét kap, a palydk nem
zarodnak. A napkozelpont- a perihélium - ezért lassan vandorol, egy koriilfordulas soran

J dr

op = 2/ — 27

2 2
m202> + _2]“2 M ;,]2 +

1
_3

67Tk2 M? 6mkM

= 12.1
2 J? 2a(l —e?) (12.1)
mértékben, ahol a az ellipszis nagytengelye, e az excentricitasa.
Bizonyitas.
Tmaz J d
S = 2/ L —or  (122)
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2m c
Jeloljiik tovébbs a 2ML egviitthatét S-val.
Fentebb 7, és rnae: a palya forduldépontjai, vagyis a gyokjel alatti kifejezés zérushe-
lyei. Ezek értéke kozelitéleg (a B/r3-6s korrekcids tag elhanyagoldséval kiszamitva):

Legyen B/ = L ((5)2 - m202> ~ E—mc?. Kotott mozgas esetén ez az érték negativ.

1 km2M 2F"J?
~ 1 1+ —7— 12.3
Tmin J? ( + + k2m3M2> (12:3)
1 km2M 2F"J?
~ 1—\/14+——7— 124
Trnaz J? ( + k2m3M2> (12:4)
Mivel £’ < 0, mindkét érték pozitiv.
Ezekutan
Tmax J d
Sp = —27 +2 / d
Fimin rz\/ng/ 4 %mIM 2 B
0 I'maz 2km2M  J?2 S
= 27 — QE (/rmm dr\/QmE’ + T2 + ﬁ) (12.5)

Az integrandust sorbafejtjiik 5 szerint elsérendig. A nulladrend eltiinik, ugyanis
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f'maz 2km2M  J?
—27T—2— (/r \/QmE’ 7“_2)

Tmax d
——2r+2 / Jdr
Frin 72 \/Qm B 2km2M J2
J/"'mzn d
= =27+ 2/ £
J

/T'maz \/ZmE/_i_Mé'_éﬂ

(itt £ = %)

J/Tmin d
=—27 + 2/ § =
2mA M2 m2
J/""maz \/QmEl ‘l’ k J2M _ (5 _ k JM)
¢2 d¢
=—27+2 _
STV 1— CQ
f_M J  _ km2M J__ km®M
ltt g — J , Cl — T"max J — _1 ’ CQ — Tmin J — 1
2m+ B \amEr 4 \2mE + B

1

= — 91 +2 = —2m + 2 arcsin ¢

= 0. (12.6)

-1

[ =

Els6 rendben:
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o [ [rme dr
"= _Ba_‘] /Tmm r3\/2mE’ + M - ;7—22
(e
0T\ T st \/2mE’ 4 2mPM e g2
(itt £ = %)
A /J/""”'” § d
OT \ 2 S5/t \/ZmE’ M — (f - Mf

5 . G <km2M+C\/2mE’ k2m4M2> dc
ey
&] J2 G /1 — <2

Em2M J km2M J__ km2M
ltt C — 5 - J Tmazx — _1 , CZ — Tmin J
Jamiz 1 ¢%E/www Jamiz 1
8 o | km2M /1 d¢ L \/2 B E2mAM? (Y cdC
- —Pa7 e m
oJ J ) /1=¢ J? J? /1=
= =0
3mkm2M
= ﬂT
6mk?m?2M?> 6mkM
_ v m A o7 (12.7)
c2J? 2a(l —e?)

Az utols6 egyenlOség a perturbalatlan palya paramétereit, az a fél nagytengelyt és az
e excentricitast hasznalja. A perturbalatlan palya ugyanis:
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J dr

/Tma:v
2 2
r r2 \/ o2mE’ + ka M

/J/?" dé
J/Tmas \/QmE/ + Mg — &2

s

/J/T d¢
r 2mA M2 m?2 2
J/ mazx \/QmEl k JM - (s—u)

T
¢ d¢
a V91— ¢?
£ — Em2M J_ _ km*M
itt ¢ = J = —tme T
\2mE 4 B \/2mE 4 B
¢ d
¢ _ T — arccos ( (12.8)

/1= 2

Feltéve, hogy ¢ € (—1,1) és ¢ € (0,7), a fenti Osszefiiggésbdl

¢ =cos(m— ) =—cosyp (12.9)
kovetkezik, azaz
J _ km2M
£ J = —cosgp (12.10)
V2B
Ebbél
J  km*M k2mAM?2
—= mJ - \/2mE’ + n:c]—2 cos p , (12.11)
azaz
1 km®*M J k2m* M2
Ez ellipszis egyenlete
J2
12.1
P= g (12.13)



paraméterrel és

e = 1 -+ W (12.14)
excentricitassal:
p
= 12.15
" 1 —ecosp ( )
A fél nagytengely
1 p p L/ p p p
_ = S = 12.16
¢ 2(1—ecosO+1—ecos7r) 2(1—e+1+e 1 —e? ( )
Ebbél
J2
és ezzel
E2>m?M? kM
Sp = Omk"m" M~ 6m (12.18)

c2J? 2a(l — e?)

A Naprendszerben a perihélium-elfordulas a Merkur esetében a legerésebb. A jelenlegi
legpontosabb - radarral végzett - megfigyelések szerint a Naprendszer témegkodzéppontja-
hoz rogzitett inerciarendszerhez képest a Merkur perihélium-vandorlasa évszazadonként
Osszesen H74.10 & 0.65 szogmasodpercet tesz ki. Ezt a kdvetkezd okok magyardzzak:

| Mérték (szogmésodperc/évszézad) | Ok |

531.63 £ 0.69 A tobbi bolygé gravitacids vonzasa
0.0254 A Nap lapultsiga (kvadrupélmomentum)
42.98 £ 0.04 Altalanos relativitaselmélet

574.64 £+ 0.69 Osszesen

574.10 £ 0.65 Megfigyelés

Az altalanos relativitaselméletbol szarmazé jelentds jarulékot figyelembe véve tehat
a mért értékkel az elméleti érték hibahataron beliil egyezik.

12.3. A fénysugar elgorbiilése gravitaciés térben

Gravitacios térben a fénysugar elhajlik. A fénysugar irdanyanak megvéltozasa (gyenge
gravitaciés tér esetén):
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dr

dp = 2/ p —m
Tmin 7’2\/1 Qk‘Mp 1

T2

2ry 4kM
p o p

(12.19)

Bizonyitds. Legyen 1, ~ p és ' = %CLQ"Q. Ekkor

o d
(550:2/ per -
Tminf,"21/1—f—§—|—%
/
:—7r—2—</ 1——+5>

(8" a derivalds soran dllandénak tekintendd)

_ g9 /“L
6p p P>

28" AkM
_ _53 S (12.20)
p cp

Kézenfekvo elvégezniink egy félklasszikus szamoléast a kovetkezoképpen: egy fényse-
bességgel mozgd test mozgasiranyra merdlegesen impulzusra tesz szert a newtoni gravi-
tacio kovetkeztében. A palyat elso kozelitésben egyenesnek tekintjiik. Az iranyvaltozas
sz0gét a merdleges impulzusnak és az eredeti impulzusnak az aranya adja meg.
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12.1. abra. Fénysugar elhaladasa nagy tomegi égitest kozelében.

E/*2 M
pokE/CM (12.21)
p2+$2
kEE/c?M
F, =002 O /¢ : (12.22)
(p* +2°)2
5 = Ap_E/OOFy@__/ pkE/cQde
E/ EJ_ . "¢ (p? +x2 c
kM 1 /2
=— —éd = - cosa da
P J_x (1 —|—€2>2 cep —7/2
(ittngztga)
p
2kM
- k; (12.23)
2p

Ez feleannyi, mint amit az altalanos relativitaselmélet josol. Azért nem kapjuk vissza
az altalanos relativitaselmélet eredményét, mert a klasszikus kozelités érvényességéhez
két feltétel sziikséges:

e legyen gyenge a gravitacids tér
e a sebességek legyenek kicsik a fénysebességhez képest.

Az utobbi nem teljesiil. A klasszikus eredmény hibdjanak masik oka az, hogy a gravitacios
mez0 nem skaldrmezd, hanem tenzormezo.

A fénysugar iranyvaltozasat a Nap kozelében eloszor 1919-ben Eddington mérte meg
teljes napfogyatkozaskor. Ilyenkor meghatarozhaté a Nap melletti csillagok iranya, ami
aztan Osszevetheto azzal az irannyal, amit pl. fél évvel késobb észlelnek, amikor a Nap
és az illet6 csillag az ég atellenes pontjain lathatok a Foldrél. Az eredmények, bar nagy
hibaval, de az altalanos relativitaselméletet igazoltak. A jelenlegi legjobb eredményt ra-
diéesillagdszati médszerekkel kaptédk (Lebach et al., 1995), ennek egyrészt sokkal jobb a
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szogfelbontdsa, masrészt nem kell varni a napfogyatkozdsra. Az eredmények 8 x 107%
relativ pontossaggal egyeztek az altalanos relativitaselmélet joslataval, az 1.75 szogma-
sodperces értékkel (kozvetleniil a Nap mellett elhaladé fénysugérra, vagyis a fenti képle-
tekben p a Nap sugara).

12.4. Gravitacios voroseltolodas

A gravitacios voroseltolédas formuldja elemi megfontolasokkal megkaphato az energia-
megmaradésra alapozva. A Fold felszinérdl fiiggdlegesen felfelé h tavolsagot megtevo
foton korfrekvenciaja legyen indulaskor wq, érkezéskor wo. Mozgasi energidja ennek meg-
feleléen hw, ill. fuwy. Mivel a témege hw/c? (mindegy, melyik indexszel, mivel a csekély
kiilonbség elhanyagolhatd), a potenciélis energia novekedése (hiw/c?)gh, igy az energia-
megmaradasbol

Aw=—22 (12.24)

Ez megegyezik a (4.12) képlettel. Az effektus rendkiviil kicsi relativ frekvenciavalto-
zést jelent, 22.5 m-en' minddssze 2 x 1071°-6t. Ezt a rendkiviil finom megvaltozést
mégis mar 1960-ban sikeriilt kimutatni a nem sokkal korabban felfedezett Mossbauer-
effektus? segitségével (Pound-Rebka kisérlet, 1960). A Mossbauer-effektus lényege, hogy
alacsony homérsékleten megné a visszalokodés-mentes - és igy természetes vonalszéles-
ségll - gamma-rezonanciak valoszintisége. A jelenség annak koszonhetd, hogy a fonon-
spektrum alacsony energias részén az allapotsiirtiség nullahoz tart, igy kis energidkon
nagy valdszintiséggel nem gerjesztodnek racsrezgések, hanem a teljes racs egyetlen egysé-
ges tombként 10kodik vissza. Az egyébként nagyon éles atommagbeli gamma-atmenetek
esetén pl. gazban erOs a visszalokédés, ami nem teszi lehetévé a rezonancidk megfigyelé-
sét. Kristalyracsban viszont a racs egész tomege jelenik meg egyetlen atommag tomege
helyett, igy a visszalokddés teljességgel elhanyagolhatd lesz, és a nagyon éles rezonancia -
az egyik minta atommagjai altal kibocsdtott gamma-sugarzas elnyelédése a masik minta
atommagjaiban - megfigyelhet6vé valik. A minta lassi mozgatdsival (a gyakorlatban
rezgetésével) lehet a Doppler-effektus révén a frekvenciat hangolni, és ezzel a gravitécids
voroseltolddast kimutatni. A Pound-Rebka kisérletben a (12.24) képlet érvényességét
10% pontossaggal sikeriilt igazolni. Pound és Schneider a hibat 1964-ben 1%-ra csokken-
tette, majd 1980-ban Vessot és munkatarsai egy mitholdon elhelyezett hidrogén-mézer
segitségével 0.01%-os (10™*-es) pontossdgot értek el.

IEkkora volt ui. a szintkiilonbség a Pound-Rebka kisérletben.
2R. L. Mossbauer, 1958.
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12.5. Eromentes porgettyl precesszigja: a Gravity
Probe B kisérlet

Amint a 3.3 szakaszban lattuk, staciondarius, de nem sztatikus gravitaciéos mezdkben
nyugvo porgettytik tengelyiranya kupfeliilet mentén lassan elfordul, precesszal. A gyenge
gravitaciés mezok targyalasakor megmutattuk, hogy a Féld forgasa miatt a Fold gravi-
tacidés mezejének is nullatol kiilonbozé gg, komponensei vannak. Gyenge staciondrius
gravitaciés mezékben a (3.36) egyenlet vezeté rendben
% = —%goﬁ,anﬁ (12.25)

alaki lesz. Ennek megfeleloen egy a Fold forgdsaban részt nem vevo erémentes porgettyt
tengelye precesszdl (Lense-Thirring-effektus®). Valoban, ha a (11.19) képletet az (12.25)
egyenletbe helyettesitjiik, azt kapjuk, hogy

i k 9

n:%{r mxJ)=3[r - (nxJ)r} . (12.26)
Az effektus kimutatdsdhoz egy porgettytt kell az tirben elhelyezni, hogy ne forogjon
egyiitt a Folddel. Ahhoz, hogy ne zuhanjon le, keringenie is kell a Fold koriil (lehetdleg
minél kozelebb a Foldhoz, mivel az effektus a tavolsag harmadik hatvanyaval forditottan
ardnyos). A keringés, mint kordbban lattuk, a Thomas-precessziéra vezet, ami a kerin-
gés sikjara merdleges tengely koriili precesszié.? A tényleges kisérlet, a Gravity Probe B
esetén a keringés sikja a Fold tengelyével parhuzamos volt, mivel igy a kétféle precesszio
egymdsra merdleges elmozduldst eredményez®, ami lehet6vé teszi az elkiilonitésiiket. Va-
16ban, egy ilyen pélyara kiatlagolva a (12.26) egyenletet (mivel a precesszié nagyon lasst,
az atlagolas folyaman a porgettyli tengelyének iranyvektora, n dllandénak tekinthetd),

k

n=—
223

(J xm) . (12.27)

adddik. Ezzel szemben a Thomas-precesszi6 (amit ez esetben geodetikus-precesszionak
szokas nevezni) egyenlete a (3.48)-(3.50) egyenletek alapjan

2w’ (kM)
(sXn)=——""
2c2 2c2r5/2

n=— (s xn) , (12.28)

ahol w a keringés szogsebessége, M a Fold tomege és s a palyasik normalvektora. Ez
utobbi az egyenlitoi sikkal parhuzamos.

3Ugyanigy nevezik azt a jelenséget is, amikor egy égitest forgasa miatt a koriilotte keringé témegpont
pélyasikja elfordul.

1Egyiitt keringé koordindtarendszerben a Thomas-precessziét a (12.25) egyenletbél is levezethetjiik.

5 A két effektus egyidejii jelenléte csak magasabb rendben eredményez korrekciét, igy elhanyagolhatd.
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40 év tervezés és elOkészités utan 2004-ben allitottak palyara a Gravity Probe B
miitholdat, amely 2005-ig gylijtotte az adatokat. Négy darab kb. pingponglabda méret1i,
niébiumbevonati® kvarcgdmb volt a pérgettyti, az ismert legtokéletesebb gombok, kb. 50
atomrétegnyi pontossiggal. Az eredmények kiértékelése 2011-ig tartott, végil a (12.27)
képletbdl adéds 0.037 szogmésodperc/év precessziot (,frame dragging”), amely a Fold
forgasanak kovetkezménye, 19%-os pontossiggal sikeriilt igazolni. A (12.28) geodetikus
precesszi6 6.6 szogmasodperc/év, ezt 0.2% pontossdggal igazolta a mérés.

12.6. Gravitacios hullamok kisugarzasa: a Hulse-Taylor-
pulzar

1974-ben J.H.Taylor és R.A.Hulse az arecibo-i (Puerto Rico) 300 m-es radiétavesovel
felfedezett egy pulzart. A pulzarok neutroncsillagok, tomegiik a Napéndl valamivel na-
gyobb, de sugaruk csak 10 km koriili. Erés radidsugarzast bocsatanak ki a magneses
tengelyiik mentén egy keskeny nyalabban. Ha a forgastengely nem esik egybe a magne-
ses tengellyel, a radidnyalab egy kupfeliiletet sopor végig. Ha a Fold véletleniil ezen a
kupfeliileten van, akkor a forgas {itemében a pulzéar iranyabol radiéimpulzus észlelheto.
A Hulse és Taylor felfedezte PSR B1913416 jelli pulzdr” esetében az észlelés 430 Mhz-en
tortént, és a radidimpulzusok frekvencidja 59 ms volt (17 fordulat masodpercenként).
Ez a frekvencia azonban ingadozott. A pulzarok forgasa nagyon stabil, ezért a valtozas
annak tulajdonithaté, hogy a pulzar lathatatlan kiséréje koriil kering, és az impulzusok
frekvenciaja ennek soran a Doppler-effektus miatt valtozik. Az impulzusok alapos elem-
7€sébo0l meg lehetett hatarozni a kettés rendszer palyaelemeit. Kideriilt, hogy mindkét
csillag neutroncsillag kozel egyenlo, 1.4 naptomegnyi tomeggel. Megnyilt ellipszispalyan
keringenek a kettos tomegkozéppontja koriil, a legkisebb tavolsaguk 746 600 km, a leg-
nagyobb 3 153 600 km. A palya sikja kb. 45 fokos szoget zar be a megfigyelés irdnyaval.
A keringés periédusideje mindossze 7.75 déra. Ilyen koriilmények kozott a periasztron-
elfordulds (a perihélium-elfordulds neve a Naptdl kiilonb6zo csillagok esetében) lényege-
sen nagyobb, mint a Merkur esetében (ahol 43 szogmasodperc évszazadonként): 4 fok
évenként. Az alapos elemzés megmutatta, hogy a keringés peridodusideje évente 76.5 mik-
roszekundummal csokken. Ez a csokkenés a gravitaciés hullamok kisugarzasabdl ered. A
(11.57) formula (ill. ellipszispdlydkra érvényes altalanositdsa) a kett6s rendszerre alkal-
mazva a periédusidd csokkenésérsl 0.2%-os pontossdggal szamot ad (Weisberg és Taylor,
2004).% Taylor és Hulse felfedezésiikért 1993-ban Nobel-dijat kaptak.

Jelent6s erdfeszitések torténtek és torténnek a gravitacios hullamok kozvetlen, foldi

6 A szupravezetés érdekében, mert ennek segitségével tartottdk Sket helyben ill. mérték a forgdsukat.

"Felfedezdik tiszteletére Hulse-Taylor kettéspulzdrnak is nevezik.

8Hulse és Taylor eredményei ennél pontatlanabbak voltak, de a felfedezés 6ta folyamatosan gytilnek
az adatok.
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észlelésére. Egyelore ez nem jart sikerrel, de néhany éven beliil pozitiv eredmények
varhatok.
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13. fejezet

Relativisztikus kozmologia

Homogén és izotrop tér. Friedmann-Robertson-Walker metrika. Skélafaktor. Zart, nyilt,
stk modell. Fény terjedése homogén univerzumban. Tagulas, vordseltolodas. Diver-
genciaegyenlet. Anyagtipusok, allapotegyenletek. Korai és kés6éi univerzum, domindns
anyagtipusok.

13.1. Homogén és izotrop tér

Szinkronizalt vonatkoztatasi rendszert vezetiink be, ami minden téridében lehetséges:

ds? = dt* — yapda®da” (13.1)

A kozmolégiai elv szerint elegendéen nagy tévolsagskélan (oc ezer megaparsec) a
tér homogén és izotrop. A homogenitds és izotrépia az euklideszi tér esetében azt je-
lenti, hogy a tér metrikdja az eltolasokkal és elforgatasokkal szemben invarians. Gor-
biilt tér esetén (ill. gorbevonali koordindtdk haszndlata esetén) is megfogalmazhatjuk
a homogenitds és izotropia kovetelményét koordinatatranszformaciok segitségével. Az
2" = 2’ 4 ¢'(z) infinitezimdlis koordindtatranszformécié hatdsira, amint ezt a 7. fejezet-
ben lattuk, a metrika

570{,6’ = _ga;ﬁ - fﬁ;a (13'2)

szerint valtozik meg. Azokat a koordinatatranszformaciokat, melyek sordn a metrika
nem valtozik, izometridnak nevezziik. Egy izometria a definicigja értelmében a

§ap T 880 =0 (13.3)
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egyenletnek tesz eleget. Az euklideszi tér izometriai a harom fiiggetlen eltolas és a ha-
rom fiiggetlen elforgatas. Ennek altalanositdsaként azt a teret nevezziik homogénnek és
izotropnak, melyben hat linedrisan fiiggetlen izometria létezik, vagyis amikor a (13.3)
egyenletnek hat linearisan fiiggetlen megoldasa van. Megmutathato, hogy haromdimen-
zi6s térben ez a lehetséges maximalis szam.

Az izometridk alakja adott pont kozelében, lokalisan euklideszi rendszerben kénnyen
meghatarozhatd, mivel ilyenkor a (13.3) egyenletben a kovaridans derivaltak az egyes ko-
ordinaték szerinti parcidlis derivaltakkal esnek egybe, ugyanigy, mint euklideszi metrika
esetén. Az egyenlet linedrisan fiiggetlen megoldasai az infinitezimalis eltolasok és elfor-
gatasok.

Megmutatjuk, hogy a haromdimenzids gorbiileti tenzor a homogenitas és az izotropia
kovetkeztében kozvetleniil a metrikus tenzorral fejezhetd ki gy, hogy annak derivaltjai
egyaltalan nem lépnek fel. Ebbdl a célbdl képezziik a haromdimenzids FP,g.s gorbiileti
tenzorbdl a

« 1 [e9Vh % K
QY = LBV B Py (13.4)

masodrendit tenzort! Itt E** a gorbevonali koordinatakba transzformalt haromdi-
menzids Levi-Civita-tenzor, amely a szokasos Levi-Civita-tenzortdl csak a térbeli met-
rika determindnsinak négyzetgyokével kiilonbozik. A Q*? tenzor szimmetrikus, mivel a
Riemann-tenzor szimmetrikus az elsé és a masodik indexpar cseréjére:

QY = QP . (13.5)

A tér adott pontjaban térjiink at lokdlisan euklideszi koordindtakra! Ekkor az alsé és
felsé indexek kozott nincs tobbé kiilonbség. Tekintsiik a QP tenzor sajitértékegyenletét:

QPw’ = Iw” . (13.6)

A tenzor szimmetridja miatt a sajatértékek valosak. Ha a hdrom \ sajatérték nem lenne
ugyanaz, akkor a sajatvektorok kitiintetett iranyokat jelentenének, ami ellentmondana
az izotropia kovetelményének. Igy tehat a sajatértékek egyenlek, ami azt jelenti, hogy

Q" =\, (13.7)

vagyis a Q5 tenzor az egységtenzorral aranyos. Ha visszatériink gorbevonali koordind-
takra,

Q= \yP (13.8)

adédik. A A sajatérték minden pontban azonos kell, hogy legyen (nem fiigghet a tér-
koordinatéktdl), mivel maskiilonben a homogenitas kovetelménye nem teljesiilne. Mivel
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azonban mindezek a megfontoldsok roégzitett idépontra vonatkoznak, a \ sajatérték az
idotol még fiigghet.
A (13.4) egyenletbél ezek utén azt kapjuk, hogy

P,umm = Eam/E,Banaﬁ = /\Eaquanc/yaﬁ
= AEapuEann = )\Ea,qucm " T Vew! = )\Ea,uyeom " Yo Vew!

= (5/2,55, - 53/52/> Vi Voot = A (Vi Yow — Vo Vo) (13.9)

tehat a tér homogenitasa és izotropiaja miatt a haromdimenzids gorbiileti tenzor algeb-
railag kifejezhet6 a térbeli metrika segitségével. A haromdimenziés Ricci-tenzor ennek
kévetkeztében

Pos = 2\Va 13.10
B B

lesz, a térgorbiilet pedig

P=6A\. (13.11)
A X\ paraméter eldjele szerint harom lehetoség allhat fenn:
e \ =0 : euklideszi (sik) tér,
e \ > 0: pozitiv gorbiiletii (zéart) tér,
e )\ < 0 : negativ gorbiiletli (nyilt) tér.

A jelenlegi precizios kozmoldgiai mérések a sik tér esetével konzisztensek.

13.1.1. Sik tér

Ilyenkor a tér gorbiiletlen', a metrika tehat az euklideszi metrika. Ez tartalmazhat még
egy 1d6fiiggd R(t) skalafaktort, ami adott idépontban csupan a koordindtédk és a valodi
tavolsagok kozotti ardanyossagi tényezo, igy a téridébeli ivelemnégyzet

ds? = *dt* — R*(t)0pdxdx” (13.12)
Polarkoordinatakban:

ds* = 2dt* — R*(t) (dr* + r*(d” + sin®9 dp?)) (13.13)

LA térid6 azonban ilyenkor is gérbiilt, mert a téridé Riemann-tenzora dltaldban nem tiinik el.
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Az R(t) skalafaktor id6fiiggését az Einstein-egyenletekbdl kapjuk (1d. késébb). Most
- feltéve, hogy R(t) ismert - a metrika fizikai kovetkezményeit elemezziik.

Megmutatjuk, hogy adott térkoordinataju pontok geodetikus vilagvonalnak felelnek
meg. Ha az allitas igaz, akkor négyessebesség térszerti komponensei elttinnek, azaz u® = 0
és u’ = 1 kielégiti a

Du’
ds

=0 (13.14)
geodetikus egyenletet. Szamitsuk ki ehhez a Christoffel-szimbdélumokat:

R (ag”” 4 Y _ ag]’“) (13.15)

ik 9 oxk oxJ ox™

A definiciébdl kévetkezden a nullatol kiillonbozé komponenseknek legfeljebb egy iddszert
indexe lehet (20 = t).

I = %m = %’Mﬂ (13.16)
[ = %WW = %53 (13.17)
Ezzel geodetikus egyenlet komponensei:
i +I05uu” =0 (13.18)
ds
ddi: + 205 u'u” = 0. (13.19)

Lathaté, hogy mind az idGszerti, mind a térszerii komponensekre vonatkozé egyenle-
tek azonosan teljesiilnek. Ez azt jelenti, hogy ha egy tomegpont adott térkoordinataju
pontban nyugszik, akkor késobb is ott marad.

Tavolsagok:

A térben nyugvo pontok kozotti tavolsagot a metrika térbeli része adja meg:
dl = R(t)Vdx*dx® (13.20)

A térben nyugvo pontok kozotti tavolsag tehat a skalafaktornak megfelelen valtozik.
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Fény terjedése:

Fény terjedése soran az ivelemnégyzet elttinik. Az izotrépia miatt elegendd az origobdl
sugariranyban kifelé terjedd fénysugarat vizsgdlni:

dt
ds? = dr = —— 13.21
ss=0 — dr RD) (13.21)
Adott idépontban mért tavolsdg a kibocsajtas helyétol:
2 cdt
¢ = R(t — 13.22
) ] 1522

Anyagdomindlt univerzumban pl. R(t) o t¥/3, igy a jelen ¢, pillanatban az eseményho-
rizont tavolsdga téliink (annak a feliiletnek a tavolsdga, ahonnan a t; = 0 idépontbeli
Osrobbandastél barmilyen hatds hozzank érkezhetett)

ghorizont = 3Ct() . (1323)

A valésagban az Univerzum nem volt mindig anyagdomindlt, ezért ez a formula sem
érvényes (a tényleges horizont jéval messzebb van). J6 kozelitést ad viszont az utolsé
itkozés tavolsagara, arra a tavolsagra, ahonnan a lecsatoléodaskor utnak indult fény a
mikrohullamu kozmikus hattérsugarzas formajaban hozzank érkezik, vagyis az altalunk
lathaté Univerzum sugarara.

A fény terjedése kdzben valtozik a hullamhossza és a frekvencidja, ezért felirjuk ra a
geodetikus egyenletet:
dk?

ot I, sk*k” =0 (13.24)

ezt elosztva a négyes hullamszam-vektor idoszertt komponensét definialé egyenlettel, ami

0
% e (13.25)

azt kapjuk, hogy

o R, 0o 1
Ji _—Wk -k ok (13.26)

Itt felhasznaltuk a Christoffel-szimbdélumok fenti kifejezését. Az eredmény azt jelenti,
hogy

= (13.27)



tehdt a frekvencia forditottan aranyos a skalafaktorral. Ez a jelenség a kozmoldgiai
voroseltolédas. A sugdrzas lecsatolédasa ota a skalafaktor mintegy 1088-szorosara nott,
emiatt a lecsatolodaskor még 2965 K hémérsékletii homérsékleti sugarzas, melynek a
maximalis intenzitdshoz tartozé hullamhossza 977 nm (frekvencidja 3.07 x 10 Hz) volt,
a jelenlegi mikrohullamu kozmikus hattérsugarzassa szelidiilt, amely szintén hémérsékleti
sugarzas, de a maximalis intenzitas frekvencidja 160.4 GH z, a hulldimhossza 1.063 mm,
ami 2.726 K (—270°C) hémérsékletnek felel meg.”

A fény intenzitdsa szintén nemtrivialis médon valtozik a tagulé Univerzumban. Az
intenzitas az adott r sugarhoz tartozo valddi feliilettel nyilvanvaléan forditottan aranyos,
de ezenkiviil ardnyos a frekvencia négyzetével is. Az egyik w tényezo a fotonok érkezési
titemének felel meg (ahogy az adott feliileten atlépnek), a mésik pedig az egyes fotonok
hw energidjanak. fgy tehat

I x — x 5 (13.28)

azaz

= S (13.29)

13.1.2. Pozitiv gorbiileti tér

Homogén és izotrép térmetrikat kapunk a kovetkezd konstrukcidval: egy képzeletbeli
négydimenzids euklideszi térben elhelyezkedé R sugaru négydimenziés gémb héromdi-
menzios felszinének metrikajat hatarozzuk meg. Nyilvanvalo ugyanis, hogy a gémbfelszin
geometridja (akarhany dimenziéban) homogén és izotrép, nincsenek rajta se kitiintetett
pontok, se kitiintetett iranyok.

dl* = (dz')? + (dz*)* + (dz®)® + (dx*)? (13.30)
(@) + (2%)* + (2°)* + (2)* = R? (13.31)

Utoébbibol
zldr' + 2%da® + 23 d2® + p'dat =0 (13.32)

2A Wien-féle eltolédési tovény értelmében a maximalis intenzitds frekvencidja ardnyos az abszoliit
homérséklettel.
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fgy

(ztda! + 22da® + 23dad)?

d€2:d12 d22 d32 13.
(m)+(m)—I—(m)+R2_((x1)2+($2)2+(mg)2) (13.33)
Metrika az origd kozelében:
2P
Yag = Oap + 7 (13.34)
Térgorbiilet:
6
P = 2 (13.35)
Térbeli polarkoordinaték:
' = Rr sinvcos ¢ (13.36)
2? = Rr sindsing (13.37)
2* = Rr cos? (13.38)
, Rir%dr?
d€2 = deTQ + R2T2 (d"l;‘2 + 8271219 dQOZ) + m (1339)
azaz
2 o dr? 2 2 2 2
ar* =R - + 7% (dV® + sin®9 dp?) (13.40)
—r
Téridobeli ivelemnégyzet:
2 2 7,2 2 dr? 2 (192 2 2
ds® = c“dt* — R*(t) 2t (d¥? + sin® dp?) (13.41)
—r

13.1.3. Negativ gorbiiletui tér

Beagyazas csak hétdimenzios euklideszi térbe lehetséges, formalisan viszont irhatjuk:

(zdz! + 22da® + 23da3)’
R (@ G )

d* = (dz")? + (dz®)* + (dx®)? + (13.42)
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Metrika az origd kozelében:

P
Yap = 0ap — —p3- (13.43)
Térgorbiilet:
6
P=—" (13.44)
Térbeli polarkoordinatak:
' = Rr sind cos ¢ (13.45)
2? = Rr sindsin g (13.46)
2* =R cosv (13.47)
, RYr2dr?
dl® = R*dr® + R*r® (d¥* + sin®) dp?) + —R2 — R2p2 (13.48)
azaz
ar — g2 4 + 7% (d9? + sin®d dp?) (13.49)
1+ r? ‘
Téridobeli ivelemnégyzet:
d 2
ds® = c*dt* — R(t) ( : : 5 4 12 (d9? + sin®Y dg02)) (13.50)
r

13.1.4. Friedmann-Robertson-Walker-metrika

A hérom kiilonboz6 eset egységes alakban (Friedmann-Robertson-Walker-metrika):

dr? ,
ds* = Adt* — R*(t) (1——Kr2 + 7% (dV® + sin®0 dg02)> (13.51)
Ttt K =0, +1.
Tavolsagok:
Sugarirdnyra merolegesen:
dl = R(t) r dv (13.52)
Sugariranyban:
dr
Al = R(t) — 13.53
Wo—r= (13.53)
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Fény terjedése:

dr cdt
ds® =0 = 13.54
VI—Kr2 R(t) ( )
Adott idépontban mért tavolsdg a kibocsajtas helyétol:
2 cdt
¢ =R(t / — 13.55
( 2) " R(t) ( )
Christoffel-szimbdélumok:
P OGmj | Omk Ok
P =39 (axk T w  dam (13.56)
A nullatdl kiilénbéz6 komponenseknek legfeljebb egy iddszerti indexe lehet (20 = t).
1, R(t)
0 = —Aas = —27a 13.
af 27 B R(t)f}/ 3 ( 3 57)
1 ;. R(t)
re. — - ad — _\ s 13.
08 27 Y58 R(t) 55 ( 3 58)
i +T° kP =0 (13.59)
d\ op - ‘
da®
— =k’ 13.60
, R(t) 1
K= ——2k° k' oc —— 13.61
ro" T " RO 56

w(tg) . R(tl)
m = M (13.62)

A frekvencia forditottan ardanyos a skalafaktorral (voroseltolédas az Univerzum taguldsa

soran).
Intenzitas:
I x w—z x _ (13.63)
A RA(t)r2(t) ’
[ 4 2
<t2) — R4<t1)r2(t1) (1364)
I(ty)  R(t2)r*(t2)
ahol
) g b cdt
/ __ar / cdt. (13.65)
0 V 11— K TQ to R(t)
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Nyugalmi tomeggel rendelkez6 részecskék mozgasa

Ha a nyugalmi tomeg nem nulla, a vilagvonal paraméterezésére az ivhossz hasznalhato.
A geodetikus egyenlet térszertt komponensei:

Du®  du® o 0 5 du® R

=— +2T = — +2=—uu*=0. 13.66
ds ds+ 0gt U d3+Ruu ( )
Ezt u’-lal osztva, mivel u’ds = da°,
ue R
— =—-2— 13.67
U R ( )
adddik (az « indexre nincs Osszegzés!). Az egyenlet megolddsa
N 1
u® o o (13.68)
A valédi (mért) impulzus térszer(i komponense ebbol
1
p* = mcu®R x T (13.69)

ami Osszhangban van a p = h/\ deBroglie-osszefiiggéssel (A a hullimhossz, ami, mint
minden tavolsag, R-rel ardnyosan névekszik), annak ellenére, hogy szokdsos kvantumos
viselkedés atomi skéalajatol tavol, hatalmas tomegii égitestek esetére alkalmazzuk.

Az impulzusra kapott eredmény azt mutatja, hogy az FRW-koordinatarendszerhez
képest mozgd tomegpontok a tagulas soran egyre lassulnak, és hataresetben megallnak.

13.2. Friedmann-egyenletek

Szamitsuk ki a gorbiileti tenzor komponenseit a (5.23), (13.51), (13.57), (13.58) képletek
alapjdn! A térszerii és id6szerli indexeket szétvalasztva kapjuk, hogy®

P
Roaos = R es (13.70)
Roag, = 0 (13.71)

. 2
R
Raﬂwé - _Paﬂwé - (E) (’7&57{17 - 757’7&5)

K R
| TR <§> (V85 Yary — V81 Yas) (13.72)

3 A ki nem frt komponensek a gorbiileti tenzor szimmetriatulajdonsigai alapjan kozvetleniil felirhatdk.
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Ebbdl indexdsszeejtéssel a Ricci-tenzor

Roo = —3% (13.73)
Roa =0 (13.74)
. N\ 2
a Ricci-skalar pedig
. N\ 2
m--op-o(3) - 70

Ezzel az Einstein-egyenletek (melyeket ebben a speciélis esetben Friedmann-egyenleteknek
hivunk):

A 0,0 komponens (3-mal osztva) az elsé Friedmann-egyenlet:

R? K& 8rk
Az «,  komponens (—v,s-val leosztva) a masodik Friedmann-egyenlet:
2R R? K& 8k

E_’_ﬁ—l_ﬁ = _C_2p (13.78)

13.2.1. A divergenciaegyenlet

Az Einstein-egyenletekbol kovetkezik, hogy az energia-impulzus tenzor kovarians négyes-
divergencidja eltlinik:

T,% =0 (13.79)

Ez i = 0 esetén
Tyh + T, T =1, T, " =0 (13.80)

alakba irhatd, ami a makroszkopikus anyag és az FRW-metrika esetén érvényes

R
T,'=¢, T, =-psi, T%;= Eég (13.81)
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Osszefiiggések segitségével a kovetkezo, in. divergenciaegyenletre vezet:

R
é+3}—%(€+p) =0 (13.82)
Masképp:
de dR
=-3 | — 13.83
/ €+p R ( )

A divergenciaegyenlet kozvetleniil a Friedmann-egyenletekbdl is levezethetd: az els6
Friedmann-egyenlet idoderivaltjabol és a mésodik Friedmann-egyenletbdl az R-ot tar-
talmazé tag kikiiszobolésével kaphato meg.

A divergenciaegyenlet megoldasahoz csak a p(e€) dllapotegyenlet ismerete sziikséges, és
a megoldas az energiastirtiséget ill. a nyomast hatarozza meg a skalafaktor fiiggvényében.
Ezutan az elsé Friedmann-egyenletbol kaphaté meg a skédlafaktor idofiiggése.

13.2.2. A Friedmann-egyenletek megoldasa

Sik tér, nemrelativisztikus anyag

K=0, p=0 (13.84)
A (13.82) divergenciaegyenletb6l ebben az esetben azt kapjuk, hogy
ex R73. (13.85)

Ez szemléletesen is konnyen megérthet6. Nemrelativisztikus anyag esetében az egyes
tomegpontok energidja gyakorlatilag a nyugalmi energia, igy adott fizikai térfogatban
az energia allandd. A térfogat azonban R3-nal ardnyosan novekszik a tagulds folyaman,
emiatt az energiasiiriség R~3 szerint csokken.

A (13.85) energiastirtiséget az (13.77) Friedmann-egyenletbe helyettesitve kapjuk a
skalafaktor id6fiiggését:

R*> 8rk R}
amibél
R o t¥3 (13.87)
adédik.
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Sik tér, ultrarelativisztikus anyag

1
K=0, p=ge (13.88)

A (13.82) divergenciaegyenletbdl ebben az esetben azt kapjuk, hogy
eox R7*. (13.89)

Relativisztikus anyag esetében az egyes témegpontok (pl. fotonok) energidja a tagulds
sordan a kozmoldgiai voroseltolddds miatt 1/R torvény szerint csokken. A térfogatok
azonban R3-nal ardnyosan névekednek, emiatt az energiastirfiség R=* szerint csokken.

A (13.89) energiastirtiséget az (13.77) Friedmann-egyenletbe helyettesitve kapjuk a
skélafaktor idofiiggését:

R?> 8tk R}
amibol
R o t1/? (13.91)
adédik.

Gorbiileti tag

A gorbiileti tagot atvihetjiik a (13.77), (13.78) Friedmann-egyenletek jobboldaldra, és
egyfajta anyag energia-impulzus tenzoranak tekinthetjiik. A megfelelé energiasiiriiség
—(3¢*K)/(87kR?) lesz, a nyomds pedig (c*K)/(8mkR?). Ebbdl kivetkezben a gorbiileti
tagnak megfelel6 allapotegyenlet

1

p=—ge. (13.92)
Ebbél a energidra a divergenciaegyenletbdl természetesen ismét € oc 1/R? adédik. Gor-
biiletdomindalt univerzumban (ami persze csak K = —1 esetén lehetséges)
52
£__K 130
teljesiilne, amibol
Roct. (13.94)
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Kozmolégiai allando

Az Finstein-egyenletek levezetését modosithatjuk gy, hogy az R invarians gorbiilethez
hozzaadunk egy allandét:

03

E@::-—16ﬂk§/17€4—2A)vﬂ:§dQ (13.95)

Ez a Lagrange-siirtiség skalar voltat nem véltoztatja meg, viszont tjabb tag megjelené-
séhez vezet az Einstein-egyenletekben:

1 8k
Rir — §Rgz‘k = %Ek + Agin (13.96)

A A mennyiség neve kozmoldgiai dllando, és, amint az a bevezetésébdl latszik, a va-
kuum univerzalis gorbiileteként értelmezheto. Az egyenletbol azonnal leolvashatd, hogy
a kozmoldgiai allandénak megfelelo allapotegyenlet:

p=—c (13.97)

Ez az allapotegyenlet a (13.82) divergenciaegyenlettel kombindlva € o< 1 egyenletre vezet,
vagyis a kozmoldgiai allandonak megfelel6 energiastiirtiség nem valtozik a tagulaskor, igy
a kozmoldgiai allandé a vakuum univerzalis energiastirtiségének is tekintheto. Az els6
Friedmann-egyenlet ezuttal

52
1
%5:§&A, (13.98)

alaku, amibdl exponencidlisan (gyorsulva) tdgulé megoldas kovetkezik:
R x exp (\/A/?)ct) : (13.99)

Osszefoglalva:

A Friedmann-egyenletek megoldédsai egy-egy dominans anyagtipus esetén

anyagfajta \ allapotegyenlet \ energiastiriség skalafiiggése \ skalafaktor id6fiiggése
nemrelativisztikus anyag | p =0 eox 1/R3 R o t?/3
ultrarelativisztikus anyag | p = e e 1/RY R o t'/?

gorbiilet p=—ze € o< 1/R? Rxt (K=-1)
kozmoldgiai allandé p= —¢€ ex 1 R o exp \/A_/30t>

- p = we € o< 1/R30+w) R o t2/3/(+w)
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Az utolsd sor a nyomds és az energia altalanos linearis kapcsolatat mutatja. Ennek
specialis esetei a korabbiak.

Amennyiben toébb anyagfajta egyidejiileg van jelen, de egymaéssal nem &allnak koleson-
hatasban, akkor minden anyagfajta energia-impulzus tenzorédra kiilon-kiilon érvényes a
divergenciaegyenlet, ill. a bel6le adédé skalafiiggés.? A fenti tdblazatbdl lathatd, hogy a
tagulas soran a sugarzas energiastiriisége csokken a leggyorsabban, ezt koveti a nemrela-
tivisztikus anyag, majd a gorbiilet és végiil a kozmologiai alland6. Ebbol az kévetkezik,
hogy a korai univerzum sugarzasdominalt volt, majd (kb. 10 ezer évvel az Osrobbanés
utan) anyagdomindltta valt, jelenleg pedig a megfigyelt gyorsul6 tagulds szerint kozmo-
l6giai allandé dominalt.

4Az els6 Friedmann-egyenlet megoldésa természetesen ilyenkor mar nem lesz egyszerti hatvanyfiigg-
vény.
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