I. zh pétlasa:

Feladat:
Az
Y+ dzy + (42 + 2)y = 2P

differencidlegyenlet homogén részének egyik partikularis megoldésa

—z2

e

Hatarozza meg
e a masik, linearisan fiiggetlen partikularis megoldést,

y(1) =y'(2) =0

peremfeltételekhez tartozé Green-fiiggvényt,

e az inhomogén egyenlet el6bbi peremfeltételekhez tartozé megoldasat!

Megoldas:
El6szor a homogén egyenlet masik megoldasat, yo-t keressiik. A Wronsky-
determinans
W = exp <— /4xd:p> =2
Mivel

W =y1h — 192 ,
Y1 = e et behelyettesitve ys-re

2 2 9.2
ey +2ze Yy = e

adodik. Ezt pl. a kovetkezoképpen oldhatjuk meg:

_ 942 2 ! 9,2
e 2z (exy2> —e 2x

(exgyg), =1

2

"y =1
(az integracids dllandé elhagyhatd, mivel az y; szdmszorosit adja)

a2
Y2 = x€
A kovetkezo feladat y és yo alkalmas linearkombinaciéival olyan Y] és Y5 meg-
oldasok szerkesztése, amelyek egyike az egyik, masika a masik hatarfeltételt
teljesiti, tehat
Yi(l) = ¥4(2) = 0.
Y] nehézség nélkiil felirhato, pl.
Vi=gp—y=(z—1e™
alakban. A masik hatarfeltételt teljesito megoldast keressiik

2

Yo =ay1 —y» = (a —x)e



alakban! Ekkor az Ys-re kir6tt hatarfeltételbol

VJ©2) = [-2z(a—a)—1e™| =0

=2

adodik, azaz
(—da+T)e ™ =0,

amibol

Tehat

7
Y, = (—x)e‘x2 .
4
Az Y7, Y megoldasok Wronski-determinansa:

WY, Ye) =YY, =YYy = (y2—y1)(ays — v2) — (2 — 1) (ays — y2)

= (—a+ D)W (yr,y2) —aW(y1, 1) — W(y2, y2)
3
= (—a+ 1D)W(y1,y0) = —Ze_QIQ

Mindezek segitségével a Green-fiiggvény explicit alakban:

E

Az inhomogén egyenlet megoldasa pedig

—w)(f—l)e52_’”2, ha 1<¢<z
—{)(:13—1)652*9”2, ha = <¢<2
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[I. zh pétlasa:
1. feladat:
Hatarozza meg a
Pu Pu
inhomogén hullamegyenlet
ou
ul,_g=0, — =0
! ot|,_,

kezdeti feltételekhez tartozé megoldasat!

Megoldas:
Az egydimenzids inhomogén hulldimegyenlet megoldasa jelen esetben
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U= = / / Eordedr
2 Jo z—(t—7)



alakba frhatd, amit kiértékelve
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2. feladat:
Hatarozza meg a
0’u  Ou

parcialis differencidlegyenlet
u(z ==£1,t) =0

peremfeltételekhez és
u(x,t = 0) = /7 cos <;7rx>

kezdeti feltételhez tartozd megoldasat!

Megoldas:
Az egyenlet szeparalhatd, ennek megfeleléen keressiink megoldést elGszor
szorzatalakban:

u(z,t) = A(x)B(t)

Az egyenletbe beirva és u-val osztva:

A// B/
N ) S
A B
Az egyes tagok kiilon-kiilon allandok:
B/
E = —/12 -2

A egyenletébol:
A(z) = acos(kx) + bsin(kx)

B egyenletébdl:
B(t) _ Cef(2+n2)t

(a, b, ¢ integréacids allandék) A hatarfeltételek teljesitéséhez

2n —1
2

K =

T (neN)



sziikséges a koszinuszos ill.
k=nr (neN)

a szinuszos megoldas esetében. Fzzel a hatarfeltételeket teljesitc altalanos
megoldas

s 2n —1 2n —1 \?2
u(z,t) = a,cos < n2 mc) exp [— (2 + ( n2 7T) ) t] +b, sin (nwz) exp [— (2 + (mr)2) t}
n=1
A kezdeti feltétel
> ay, cos (
n=1

ahonnan leolvashatd, hogy minden b,, egytitthaté nulla, valamint minden a,,
egyiitthato is nulla a4 kivételével, ami

a4:ﬁ.

Az egyiitthatok értékét az altalanos megoldasba beirva kapjuk a végeredményt:

u(z,t) = V7 cos (;m) exp [— (2 + (;w>2> t]

2n —1

7T£L') + by, sin (n7z) = V/7 cos (;mc> :

3. feladat:
Hatarozza meg a
AP =0

haromdimenzios Laplace-egyenlet

O(r = R, 9, p) = Uysin® <g>

peremfeltételnek eleget tevd megoldasat! Itt r, ¥, ¢ a gombi polarkoordinatak.
Emlékezteto: az elsé néhany gombfiiggvény alakja

1 /3
00 \/E ’ 10 A Cos

Megoldas:

A Laplace-egyenlet megolddsa gombi koordinatékban az 'Y, r~(tDY,,

kifejezések linearkombinécidja. r < R esetén az elsO, az origoban nem di-

vergald, r > R esetén a masodik, végtelenben lecseng6 alakot kell hasznalnunk.
Mivel sin? (g) = %(1 —cos 1), vagyis Yy és Yio linedrkombinécidja, a fen-

tiek alapjan kozvetleniil felirhatjuk a hatarfeltételnek eleget tevo megoldast:
r < R esetén:

UQ T
¢ = > (1—RCOS?9>

r > R esetén:



