A csoport:
1. feladat:
Hatérozza meg a

0? 0?
a—tg - 6—1: =sinzsin(2t) (r €R)
x
inhomogén hullamegyenlet
ou
U|t=0 5 ot o

kezdeti feltételekhez tartozé megoldasét!

Megoldas:
Az egydimenzios inhomogén hullamegyenlet megoldédsa jelen esetben

1 rt z+(t—7)
u== / / sin & sin(27)dédr
2 0 Jz—(t—7)

alakba irhatd, amit kiértékelve

1 t o
u = 5/0 (- coS§)|wJ_r(t_T) sin(27)dr
— % /0 [cos(z — (t — 7)) sin(27) — cos(x + (¢t — 7)) sin(27)] d7

I . . .
— Z/0 [sin(37 + (z — t)) + sin(r — (z — t)) —sin(37 — (z + t)) —sin(7 + (z + t))] dr

1 1 1 1
= 35 cos(x + 2t) + T2 cos(xz —t) — 1 cos(—x + 2t) + 1 cos(—x + 1)

1 1 1 1
+E cos(2t — x) — T cos(—x —t) + 1 cos(z + 2t) — 1 cos(z +t)

1 2 4 t
= —3 sin z sin(2t) + 3 sinzsint = 3 sin z sin ¢ sin? <2> (1)

2. feladat:
Hatéarozza meg a
?u  Ou
ox? ot
parcialis differencidlegyenlet

+u=0 (ze[-1,1))

u(lr ==x1,t) =0

peremfeltételekhez és
9
u(x,t =0) = V3cos P
kezdeti feltételhez tartozé megoldédsat!

Megoldas:
Az egyenlet szeparalhatd, ennek megfeleléen keressiink megoldést elészor szor-

zatalakban:
u(x,t) = A(x)B(t)

Az egyenletbe beirva és u-val osztva:

Az egyes tagok kiilon-kiilon dllanddk:

AT e
A



B/
E = _:‘€2 + 1
A egyenletébdl:
A(zx) = acos(kz) + bsin(kx)
B egyenletébdl:
2
B(t) = ce= (" 711

(a, b, ¢ integraciés dllanddk) A hatérfeltételek teljesitéséhez

_2n—1

5T (neN)

K
sziikséges a koszinuszos ill.

k=nt (neN)

a szinuszos megoldés esetében. Ezzel a hatarfeltételeket teljesité altalanos meg-
oldés

u(z,t) = ian cos <2n2 1m:> exp l— ((2"2 171')2 - 1> t
n=1

A kezdeti feltétel

S 2n — 1 9
Z ay, Cos < n2 mc) + by, sin (nmz) = V3 cos (271'96) ,
n=1

+by, sin (nx) exp [— ((mr)2 - 1) t]

ahonnan leolvashatd, hogy minden b, egyiitthaté nulla, valamint minden a,,
egyiitthato is nulla a5 kivételével, ami

a5:\/§.

Az egylitthatdk értékét az dltalanos megoldasba beirva kapjuk a végeredményt:
9 9 \?
u(z,t) = V3 cos (27m‘) exp l— ((277) - 1) t]

3. feladat:
Hatarozza meg a
AD =0

haromdimenziés Laplace-egyenlet
O(r = R,9,p) = Uy cost
peremfeltételnek eleget tevo megoldasat
r<R

esetén! Itt r, 9, ¢ a gdmbi poldrkoordinaték.
Néhany képlet segitségképpen:

e A Laplace-egyenlet fiiggetlen megoldasai gdmbi polarkoordindtakban:

rl}/lm(ﬁv 90) > r_(l+1)Y2m(’l97 30) :

e Néhdny Y, (9, ¢) gombfliggvény explicit kifejezése:

/3
Yio= = cos v

3 .
Y] 41 = Fiy/ ——sin JeT®
8w



B csoport:

0o l
Y /
|I‘—I‘/| zg Z 2l+1 l+1 (19 <)0) lm(’l97 )

Megoldas:
r < R esetén az origéban reguléris r'Y;,, megoldast kell haszndlni. Mivel a
hatarfeltételben szereplo cos ¥ ardnyos az Yo gombfiiggvénnyel, a megoldas

P = UO% cosv .
1. feladat:
Hatéarozza meg a
0? 0?
87751; - a—xz =coszsin(2t) (x €R)
inhomogén hullaAmegyenlet
ou
u,_g =0, — =0
t=0 at —o

kezdeti feltételekhez tartozé megoldasét!

Megoldas:
Az egydimenzids inhomogén hullaimegyenlet megoldésa jelen esetben

z+(t—7)
/ / cos € sin(27)dédr
(t—=7)

alakba ifrhaté, amit kiértékelve
_ 1 k . z+(t—7) .
w = 5 [ singl, " sin(27)dr
2 0 xT T
1 t
= 3 / [sin(z + (t — 7)) sin(27) — sin(x — (¢t — 7)) sin(27)] d7
0

1t
= Z/0 [cos(3T — (z +t)) — cos(T + (x +t)) — cos(T — (x — t)) + cos(37 + (x — t))] dr

1 1 1 1
= 1 sin(2t — x) — T sin(—x —t) — 1 sin(z + 2t) + 1 sin(z + t)

1 1 1 1
~1 sin(—x + 2t) + 1 sin(—z +t) + — sin(z + 2t) — — sin(z — ¢)

12 12
1 2 4 t
= ——coszsin(2t) + = coszsint = — cosrsintsin® | = (2)
3 3 3 2
2. feladat:
Hatérozza meg a
0?u  Ou
=— — = =0 1,1
52 o T (z e [-1,1))

parcialis differencidlegyenlet

peremfeltételekhez és
u(z,t =0) = 7sin (37z)

kezdeti feltételhez tartozé megoldasét!

Megoldas:
Az egyenlet szeparalhatd, ennek megfeleléen keresstink megoldast el6szor szor-
zatalakban:

u(x,t) = A(x)B(t)



Az egyenletbe beirva és u-val osztva:

A// B/
Az egyes tagok kiilon-kiilon dllanddk:
!

B
EZ_K‘Q‘f’l

A egyenletébdl:
A(zx) = acos(kz) + bsin(kx)

B egyenletébol:
2
B(t) = ce= " 11

(a, b, ¢ integréciés allandok) A hatarfeltételek a koszinuszos megoldds esetén
nem teljesitheték (az origéban ezek nem tiinnek el), a szinuszos megoldas esetében
pedig a

k=nt (neN)

kovetelményre vezetnek. Ezzel a hatéarfeltételeket teljesité altalanos megoldés

u(z,t) = i by, sin (nmx) exp [— ((mr)2 - 1) t]

n=1
A kezdeti feltétel -
Z by sin (nma) = wsin (37z)

n=1

ahonnan leolvashatd, hogy b3 kivételével mindegyik b,, egyiitthato nulla, tovabba
b3 =T .
Az egyiitthatok értékét az altalanos megoldasba beirva kapjuk a végeredményt:

u(z,t) = msin (3rz) exp [— (97° — 1) ¢]

3. feladat:
Hatérozza meg a
AP =0

hiaromdimenziés Laplace-egyenlet
O(r = R,9,p) = Uy cost
peremfeltételnek eleget tevo megoldasat
r>R

esetén! Itt r, ¥, ¢ a gémbi polarkoordinatdk.
Néhany képlet segitségképpen:

e A Laplace-egyenlet fiiggetlen megoldasai gdmbi polarkoordindtakban:

7"lYlm('ﬂv 90) > Tﬁ(l+1)Ylm(197 ‘P) .

e Néhdny Y, (9, ¢) gombfliggvény explicit kifejezése:

3
Yio= y cos

3 ,
Y] 11 = Fiy/ =—sin Yeti®
8



C csoport:

0o l
Y /
|I‘—I‘/| zg Z 2l+1 l+1 (19 <)0) lm(’l97 )

Megoldas:
r > R esetén a végtelenben lecsengd 7~ (+1Y},, megoldést kell hasznélni. Mivel
a hatarfeltételben szerepld cos) aranyos az Y7o gombfliggvénnyel, a megoldas

R2
¢ =Uo— cos? .
r

1. feladat:
Hatéarozza meg a
Pu Pu
o dx?
inhomogén hulldAmegyenlet

ou

u|t:0 =0, Dt

t=0

kezdeti feltételekhez tartozé megolddsat!

Megoldas:
Az egydimenzids inhomogén hullamegyenlet megoldédsa jelen esetben

/ / — _Tdde

/ £|f+(t T) e~ Tdr
= /(t—r)e Tdr

0

t
= /tletlitdtl

0

alakba frhaté, amit kiértékelve

= (h—1)e | =t—1+e (3)
2. feladat:
Hatarozza meg a
%u  Ou

parcialis differencidlegyenlet
u(lr ==x1,£) =0
peremfeltételekhez és
u(z,t = 0) = V2sin (3rz)
kezdeti feltételhez tartozé megoldédsat!
Megoldas:
Az egyenlet szeparalhatd, ennek megfeleléen keressiink megoldast el6szor szor-

zatalakban:

u(z,t) = A(x)B(t)

Az egyenletbe beirva és u-val osztva:

2 =2 1=
A B



Az egyes tagok kiilon-kiilon dllandodk:

B/
5 =-F-1
A egyenletébdl:
A(zx) = acos(kz) + bsin(kx)
B egyenletébdl:
B(t) = co—(n+0t

(a, b, c integracids allandok) A hatéarfeltételek teljesitéséhez

_2n-—1

5T (neN)

R

sziikséges a koszinuszos ill.
k=nt (neN)

a szinuszos megoldés esetében. Ezzel a hatarfeltételeket teljesitd altaldnos meg-
oldés

e 2
2n—1 2n—1
u(x,t):Zancos< n2 mc)exp [—(( n2 7r> +1>t
n=1
A kezdeti feltétel

. 2n —1
Z ap, COS ( n2 7rw> + b, sin (nwx) = V2sin (37z) |
n=1

+by, sin (nx) exp [— ((mr)2 + 1) t]

ahonnan leolvashatd, hogy minden a, egyiitthaté nulla, valamint minden b,
egylitthaté is nulla bs kivételével, ami

b3 e \/Q .
Az egyiitthatok értékét az altalanos megoldéasba beirva kapjuk a végeredményt:

u(z,t) = V2sin (37x) exp [— (97% + 1) t]

3. feladat:
Hatéarozza meg a
AD =0

haromdimenziés Laplace-egyenlet
O(r = R,9,p) = Upsinvsin ¢
peremfeltételnek eleget tevé megoldasat
r<R

esetén! Itt r, ¥, ¢ a gémbi polarkoordinatdk.
Néhany képlet segitségképpen:

e A Laplace-egyenlet fliggetlen megoldasai gombi poldrkoordinatakban:

MY (@, 0),  rm DY, 9,9) .

e Néhdny Y, (9, ¢) gombfliggvény explicit kifejezése:

3
Yip= y cos

3 ,
Y] 11 = Fiy/ =—sin Yeti®
8



D csoport:

0o l
Y /
|I‘—I‘/| zg Z 2l+1 l+1 (19 <)0) lm(’l97 )

Megoldas:
r < R esetén az origéban reguléris r'Y;,, megoldast kell haszndlni. Mivel a
hatarfeltételben szerepld sin ¥ sin ¢ az Y7 1 és Y71, gombfiiggvények linedrkombindaciéja,
a megoldas
ro. .
= UOE sindsiny .

1. feladat:
Hatéarozza meg a
*u  *u 9
inhomogén hullamegyenlet
ou
=0, —| =
“h=o T0t],

kezdeti feltételekhez tartozé megoldasét!

Megoldas:
Az egydimenzios inhomogén hullamegyenlet megoldédsa jelen esetben

1 t  px4(t—T)
== / / er2dedr
2 0 Jz—(t—7)

alakba irhatd, amit kiértékelve
2dr

1 t 2
w = 1t / &
2 0 2 xz—(t—7)

= /t(t )T2dr = PLAS ) R (4)
= ; T)TdT =% 3 1 —123:

z+(t—7)

2. feladat:
Hatarozza meg a
%u  Ou
— = =0 1,1
52 g v=0 (@e[-L1])
parcialis differencidlegyenlet
Ju Ju
—(x=0,t =2,t)=0
ox (@ )= ox P )

peremfeltételekhez és
9
u(z,t = 0) = 7 cos <27rx>

kezdeti feltételhez tartozé megoldasét!

Megoldas:
Az egyenlet szeparalhatd, ennek megfeleléen keressiink megoldast el6szor szor-
zatalakban:

u(x,t) = A(x)B(t)

Az egyenletbe beirva és u-val osztva:

A// B/
———=—-1=0
A B
Az egyes tagok kiilon-kiilon dllanddk:
A//
= —,‘{/2

A



B/
EZ_KQ_:[

A egyenletébol:
A(x) = acos(kz) + bsin(kz)

B egyenletébol:
B(t) = ce™(v* D)t

(a, b, ¢ integréaciés allandok) A hatédrfeltételek a szinuszos megoldés esetében
nem teljesithet6k, mert a derivalt az origdéban nem tiinik el, a koszinuszos meg-
oldés esetén pedig a

n:ng (neN)

kovetelményre vezetnek. Ezzel a hatarfeltételeket teljesité altalanos megoldas

= m Y 2
u(z,t) ;a cos (n5z eXp[ ( ng +
A kezdeti feltétel
i Gy COS (nﬁx) = T coS gmg
— 2"/ 2 ’
ahonnan leolvashaté, hogy minden a,, egyiitthaté nulla ag kivételével, ami
ag = T .

Az egyiitthatok értékét az altalanos megoldasba beirva kapjuk a végeredményt:
9 81
u(z,t) = 7 cos (27rx) exp {— (471'2 + 1> t}

3. feladat:
Hatarozza meg a
AP =0

haromdimenziés Laplace-egyenlet
O(r=R,9,p) =Uysindsinp
peremfeltételnek eleget tevo megoldasat
r>R

esetén! Itt r, ¥, ¢ a gombi polarkoordinatdk.
Néhany képlet segitségképpen:

e A Laplace-egyenlet fliggetlen megoldasai gombi poldrkoordinatakban:

Y (,0),  rm UYL (9,9)

e Néhdny Y, (¢, p) gombfiiggvény explicit kifejezése:

/3
Yio= Ecosﬁ‘
/3. )
Y] 41 = Fiy/ -—sinde™¥
8
1

[e's) l !

4 r.
—_— = 77}/”” ,19’ Y* 19/7 /
|r — 1’| ;m;l21+1rl>+1 1m (9, 0)Y 5, (07, &)

Megoldas:
r > R esetén a végtelenben lecsengé r~ (1Y}, megoldast kell hasznalni. Mivel
a hatarfeltételben szerepld sin ¥ sin ¢ az Y3 ; és Yy _; gombfiiggvények linedrkombinacidja,

a megoldas
2

R
¢ =Up—5 sindsinp.
r



