Hubert Gyorgyneé:
Kipszeletek elemi uton

(9. és 10. osztalyosokbdl 4ll6 csoport kétszer mésfél 6ras foglalkozdsdra. )

1.1

1.2

2.1

2.2

3.1

Ellipszis, hiperbola és parabola definiciéja tédvolsag-korldtozdssal. (Utalds a kor definicigjdra is.)
Kiils6 pont, bels6 pont. . .

Pontok szerkesztése — a gorbék szimmetriai.

Feladat (vagy egyenértékii definicié is lehetne): rogzitett kort vagy egyenest érintd és rogzitett
ponton atmend korok kozéppontjainak mértani helye. . .

A kipszeletek érint6i: egy kozos pontjuk van a gérbével, az egyenes t6bbi pontja kiils§ pont.
Allités: a vezérsugarak kiilsé (vagy belsd) szogfelezéi érinték.

(azt nem bizonyitottuk, hogy eqy gorbe- pontban csak egy érintd hizhatd.)

Vezéralakzatok, f6alakzat mindharom gorbénél

(A hiperbola esetében a ,,problémds pontokra” csak utalds tortént, az idd révidsége miatt egydltaldn
nem foglalkoztam a hiperbola aszimptotdival, sét a tovdbbiakban elsésorban csak az ellipszis és
parabola néhdny szép tulajdonsdgdval. . .)

Feladatok:

Két kozos fékuszu ellipszis és hiperbola derékszogben metszi egymast.
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3.2 Két kozos fékuszi, parhuzamos vezéregyenest, ,,ellentétes allasu” parabola derékszoghben metszi
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3.3 Feladat lehetne: Ha két kozos vezéregyenesti parabola két pontban metszi eqgymdst, a metszésponto-
kat 0sszekotd egyenes a fokuszok szakaszfelezd merdlegese.

3.4 Ellipszisnél és hiperbolanal a két fokusz egy tetszoleges érint6tol mért tavolsaganak szorzata kons-
tans. (ez, mint ,,kedvenc” feladatom, ,,csokis” hdzi feladat.)

A feladat megoldasa:
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Tiikrozziik az FoTs szakaszt O-ra. A tikorkép (az ellipszis és a f6kor szimmetridja és a centrélis
titkrozés tulajdonsdgai miatt) a 11 Fy egyenesre esik.

Igy a két tavolsag szorzata az Fy pont fokorre vonatkozé hatvanyanak abszoldt értéke. (Ha ezt a
tételt nem ismerik, dgy az ATy Fy és T4 BFy haromszogek hasonldsdgabdl is kovetkezik az allitds.)

A tétel bizonyitasa hiperbola esetén ugyanigy torténhet.



3.5 Kor, ellipszis, hiperbola esetében a két ,,csicsérint6” altal tetszéleges érintébol kimetszett szakasz

barmely fokuszbdl derékszogben latszik.

E feladat megolddsdban az a szép, hogy mindhdrom gorbére a bizonyitds szinte ugyanaz. Kor
esetében e feladat viszont kozismert. (A mdsik két gorbénél felhaszndljuk, hogy a fokusz tetszdleges
érintdre vett merdleges vetilete a fékorre esik.)

T

F1 0] F2

3.6 Idetartozo feladat lehetne még: a tetszdleges érintd dltal a ,,cstucsérintékbdl” lemetszett szakaszok

4.1

szorzata konstans.)

. Szerkessziink kiilsé (M) pontbdl a gérbékhez érintét!

Az M kézépponti, M Fy (vagy M F) sugart kor az Fy kozépponti vezérkorbél (vagy a vezéregye-
nesbdl) kimetszi az Fy (vagy F) f6kusz érintSkre vett tiikkorképeit.

Ezek utdn az [y F| és Fy F{' (vagy FF' és FF") szakasz szakaszfelez§ mer6legeseként szerkeszthetd
az érint6. Az érintd és a tiikorképhez tartozd vezérkor-sugar (vagy a titkorképben a vezéregyenesre
allitott merdleges) metszéspontja az érintési pont.

Ellipszisnél:




Hiperbolanal:

Parabolénal:
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4.2 Madsként is menne — de ezt a foglalkozdison nem tdrgyaltuk: M F Thalész kére a féalakzatbol kimetszi
az érintok egy-egqy pontjdt.

4.3 Feladat lehetne: Kiilsé pontbdl a kipszelethez (hiperbolandl: egyik dgdhoz) hizott két érintészakasz
egy fokuszbdl azonos szdg alatt ldtszik.

5. A parabolardl:
5.1 A parabola tarsérintéi azok, melyeknél a fékusz (F') illeszkedik az érintési pontok (E1, E2) &ltal
meghatarozott szakaszra.
Feladat: - a tdrsérint6k (M) metszéspontja illeszkedik a vezéregyenesre.
- a tarsérint6k merélegesek egymdsra.
- M F meréleges az E; Fs szakaszra.

Az els6 két tétel megfordithatd. Azaz: ha két érinté merdleges, vagy ha két érinté metszéspontja
rajta van a vezéregyenesen, akkor tarsérintck.

(Tehét: azon pontok mértani helye, melyekbdl a parabola derékszogben latszik, a vezéregyenes.)



5.2 A parabola harom érint6je dltal meghatarozott haromszog korilirt kore atmegy a fékuszon.

E tételt egyszeriien hurnégyszégekkel bizonyitottuk, majd réviden kitértink a hdromszog Simson
egyenesére €s a rd vonatkozd tétel megforditdsdra.

5.3 E haromszogek magassdgpontjainak mértani helye a vezéregyenes.

FE tételt nem bizonyitottuk, csak rajzon megmutattam.




5.4 Szerkesztendd parabola, ha adott négy érintdje.
Az egyenesek koziott nem lehetnek pdrhuzamosak.

Csak akkor lehet megolddsa a feladatnak, ha a négy egyenes dltal meghatdrozott négy hdromszog
korilirt kore egy ponton megy dt — ez igaz is. (E —szerintem- kézismert tétel hirnégyszogekkel
bizonyithatd.)

Ezek utdn: két hdromszdg korilirt kérének (csicsoktdl kiillonbozd) kézos pontja a parabola fokusza,
ennek két egyenesre vonatkozo két tikorképe meghatdrozza a parabola vezéregyenesét.




5.5

5.6

Egy paraboldhoz P pontbdl hiizott két érinté ey és es. Tédrsérintdik €} és e}, metszéspontjuk P’.
Az ey és e, metszéspontja @', es és €] metszéspontja Q.

Allitds: PP’ és QQ’ atmegy F-en, sOt F-ben merdlegesen metszik egymast.

A feladat szintén ,,csokis” hdzi feladat maradt. Az elbtte elhangzottakbdl két szép megoldds is
kévetkezik.

I. megoldas:

P'F az ELFEY sz0g, PF pedig az E1FEs szog szogfelezbje, de Eb, F, FEy és Ey, F, E} egy
egyenesbe esik, {gy P/, F, P is egy egyenesre illeszkedik.
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Hasonl6képpen beldthatd, hogy FQ és FQ' az E| FEs sz0g szogfelezbje (tehdt F, @, Q' egy
egyenesbe esik), s mint mellékszogek szogfelezbi, PP’ és QQ' merblegesek egymdsra.

IT. megoldés (szerintem ez sokkal szebb):

A paraboldhoz négy érint6t hiztunk, de kettd-kettd tarsérinté (tehdt merdlegesek egymaésra), igy a
P’ PQ’ hdromszog magassdgpontja (). Ebbdl kovetkezik, hogy QQ’ merdleges PP’'-re. Mar csak azt
kell beldtni, hogy a Q') magassdg talppontja azonos a parabola fékuszdval. Bizonyitottuk, hogy
a négy érintd altal alkotott négy haromszog koriilirt koreinek kozos pontja a parabola fékusza,
de pl. a Q'MyP és a Q' PM; haromszogek koriilirt korei dtmennek a @Q’-bél indulé magassag
talppontjan, tehat csak az lehet a fékusz.

Feladat lehetne: Ha az M pontbdl egy paraboldhoz két érintdt hizunk, igy M F mértani kozepe az
FE, és FEy szakaszoknak.



6. Egy hiaromszog érint6 kipszeletei
6.1 Egy hegyesszogii haromszognek van olyan beirt ellipszise, melynek két fokusza a magassagpont és
a koriilirt kor kozéppontja.

A tétel kdvetkezik abbol, hogy a magassagpontnak a hdarom oldal egyenesére vett tikorképe a korulirt
korre esik.

Raadasul ezen ellipszis fékore a hdromszog Feuerbach-féle kore.
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Erdemes meggondolni, hogy tompaszogli haromszog esetében a haromszog oldal-egyeneseit érint6
hiperboléat kapunk, melynek fokuszai a hdromszog magassagpontja és koriilirt korének kozéppontja.

6.2 Riadasul nézziik meg a rajzon, hogy milyen kupszelet érinti a hegyesszogii haromszog harom
oldal-egyenesét, ha a kupszelet egyik fékusza bejarja a sikot.

Mozgassuk az F fékuszt:

a haromszogon beliil;
— a haromszogon kiviil, de a koriilirt koron beliil;
— a kortlirt koron;

— a koriilirt koron kiviil, kiillonbozé szogtartomanyokban.
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Van mit bizonyitani.
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