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10. Eloadas

10.1. Ismétlés

10.2. Surlodo folyadékok

* A surldédasi tenzor
A kiszemelt folyadékrész hatdran feliileti er6k hatnak. Ereddjiik feliileti integral. Ezt atirjuk térfogativa (sziikséges a mozgésegyenlethez).
fVFdV adja a feliileti erSk jarulékat.

F ezért el6dll divergenciaként. Mivel F vektor:

i=1,2,3

o, : fesziiltségtenzor

/ EdV = f Zalde f{ Zalknde

Itt n,, a feliiletelem normélisanak k-adik komponense.
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o jelentése: Az n irdnyu (normalisu) egységnyi feliiletre hato erd on.

Ha
1
n=1]0 ,
0
akkor (gn)_ =0,
o, tehat a k irdnyu (normdlisi) egységnyi feliiletre hat6 er6 i-edik komponense.
Idedlis folyadékban ill. hidrosztatikdban:
Ox = Dby,

Nincsenek nyirofesziiltségek.
Surl6do folyadékban vannak nyiréfesziiltségek is. Az el6z6tdl valo eltérés a sebességkiilonbségbdl adddik, s azzal ardnyos (hacsak nem til nagy a

sebességkiilonbség).
Oy = —POy + 0,
L
T X5,
Ov Ov,
Ty = aa_; +B By

A merev forgés nem jelenthet 4j fesziiltséget:
Ha v, = —wy, v, = wz (forgds az = tengely koriil), akkor

oy =aw—Pw=0 = a=4

Ha van térfogatvaltozds (nem 0sszenyomhatatlan), akkor div v-vel ardnyos tag is fellép a diagondlis elemekben.
Az éltalanos alak:
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’ 3 6’Uk\ !
L+ —= div vd,
oz, oz, UV Vo

o4 = —Poy +m

%

7 : dinamikai viszkozitas.

7’ helyett mas szokasos mennyiség: ' = £ — :2;77’ ahol & neve: belsd surlédasi egyiitthato.

1 és 7’ minden komponensben ugyanakkora az izotrépia miatt. Folyadékkristdlyban ez nem lenne igaz.
* A Navier-Stokes-egyenletek

/ p(fi—:dV = / pfdV + / FdV tetszbleges véges V' térfogatra.
4
d ~
pd—: =pf +F =pf +dive
- Qo 0oy, B0y Op v, ,0 . v, v, v, 0%, Op 0 ..
F, = =——+2 —d = —— Av, N—d
" oy "oz e e Tae " VM Geay " a2 ) T \Bz0: a2 gz T nAvetndm)gdivy
4
dv ov , )
P =Py + p(vgrad)v = pf — grad p + nAv + (n + n')grad div v

Ezek a Navier-Stokes-egyenletek (1822, 1845).
Osszenyomhatatlan folyadékban

0 1
Ev + (vgrad)v = f — ;gradp +vAv

Ittv = ks kinematikai viszkozitas.
Mivel

Av = grad divv —rotrot v ,

ha a viszkozitdsnak szerepe van, az dramlds nem lehet 6rvénymentes!
Hatarfeltételek:
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Nyugvé fal: v = 0, mozg¢ fal: v = Vel
Nem csak a normdlis, hanem a tangencidlis komponensre is van feltétel! (A Navier-Stokes-egyenletek médsodrendliek, szemben az elsdérendl Euler-egyenlettel.)

Ha a feliiletre haté er adott, akkor a feliileten ), o,,n, -t kell vele egyenl6vé tenni.
* Lamindaris aramlas cs6ben: a Hagen-Poiseuille-egyenlet

Hengerkordinaték, a z tengely legyen a cs6é szimmetriatengelye.
A sebességnek csak z komponense van, €s csak r-tdl fiigg. Ezzel

1 Orv, 1% Ovz_o

divv = -
Vo o + r Op * 0z
automatikusan teljesiil, tovdbba
0
vgrad v = vz—v =0
0z
Mivel az aramlas stacionarius,
ov
=~ 0
ot
A Navier-Sokes-egyenlet ezekutdn a
0= Tav =
=——gradp+ -Av=0
p
egyenletre egyszeriisodik.
Az egyenlet » komponense:
Op
£ _o
or
Ebbdl
p=p(2)

Az egyenlet z komponense:
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A jobboldal csak r fiiggvénye, ezért

p=az—+b
ahol a és b dllandok. Ha az L hosszisagu cs6 végei kozt a nyomaskiilonbség nagysiaga Ap, és a nyomds novekvd z-vel csokken, akkor Ap = —alL, azaz
Ap
a=——
L

Ezzel

r dr dr )] L

r-rel szorzunk:

d Tdvz ——%r
dr dr ] 1L

dv, Ap ,
r —7
dr 2nL

Integréalunk:

Itt C integracids allando.
r-rel osztunk:

dv. _ _4p . C

dr 27)LT + r
Integréalunk:

A
_Ap

Clnr+ D
" T

v, =
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Itt D djabb integracids alland6. Mivel r = 0 esetén v, véges kell, hogy legyen,

Cc=0.
A cs6 falan, » = R esetén v, = 0, ebbdl
D= & 2
4nL
Tehat a sebességprofil
Ap
N = F R2 2
= 1 7 ( )

A madsodpercenként dtdramlo folyadéktérfogat

av R xAp B wAp 2 e\ rR'Ap
— = . 2mrdr = —— R* —r)rdr= — (R*— — — =
dt /0” mrdr =5 J, (B —rrdr 277L( 2 4)| ., 8L
Tehat
av TR*Ap
dt  8yL
® Gombre haté erd lassii laminaris aramlas esetén: a Stokes-képlet
Staciondrius aramlast feltételeziink, ezért
ov
—~ 0
ot

Kis sebességek esetén a sebességben négyzetes tagok elhanyagolhatdk a sebességben linedris tagokhoz képest, ezért
(vgrad)v ~ 0
Ezzel a Navier-Stokes-egyenletbdl

gradp = nAv
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adodik. A gombbel egyiittmozg6 koordinatarendszerben a folyadék sebessége a gomb kdzéppontjatdl tavol dllando u, tehat

v=u-+v.
A végtelenben v' = 0. A folyadék 6sszenyomhatatlan, azaz
divv =0,
ezért
v/ = rotA .

Az A vektor csak az u vektortdl és az r helyvektortdl fiigghet (az origd a gomb kézéppontja). Kis sebességek esetén az u-fiiggés linedris. Az A vektor axidlvektor, u
és r polaris vektorok, ezért sziikségképpen

A = gradf(r) x u = rot(f(r)u) .
Igy tehat
v' = rotrot(fu) .
A Navier-Stokes-egyenlet rotacidja jelen esetben:
Arotv' =0,
ide a fenti képletet betéve
Arot rot rot(fu) = Arot rot (rot(fu)) = Agrad div rot(fu) — AArot(fu) = —AAgradf xu=0
adddik, amibdl
grad AAf =0
kovetkezik. Ezt integrédlva kapjuk:
ANf = konstans

A konstans nulla, mivel a végtelenben a v’ eltiinik.
A Laplace-operator gombkoordindtds alakjat hasznélva kapjuk:
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r2-tel szorozva és integralva:

r2-tel osztva és integralva:

1d ,d
22 Nf =
rzdrr dr f=0

Mivel a végtelenben a v' (ami f médsodik derivaltjaival fejezhets ki) eltlinik, b = 0. Marad tehat

r2-tel szorozva és integrélva:

r2-tel osztva és integralva:

Itt a, ¢, d integracids dllandok.
Ezzel

!
v, = (rotA); = €,.0€y,, (‘

(

a

273

3¢

et

) ((ru)

a

2

1d ,d a
wa @l r

A = grad =
gradf(r) X u o T3

a

& Y r = (b ) [ (o

) 2( a C) _(a+c
o )T\ T s

a C
(53
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c
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Itt n = r/r a radidlis egységvektor. Ezzel tehat a sebességtér

a

v—u+(a—|—c)u+( 30)(un)n
N 2r 3 2r 73
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A gomb feliiletén, azaz »r = R esetén v = 0, ami azt jelenti, hogy ekkor mind u, mind n egyiitthat6janak el kell tlinnie, teht

Ennek megoldasa

Ezt visszahelyettesitve a sebességtérbe:

A v’ sebességet felirhatjuk

alakban.
A nyomasra vonatkozodan igy

adodik, mivel, mint lattuk, AAf = 0.
Ezt integrilva:

9/13

a c
14 — 4 — =
+2R+R3 0
és
a c
ﬁ—3§—0
3
a——ER
|
C__ZR
u+ 3R §£3 (un)n=u-— -
4r 43 B 4 r

vV =V X (Vfxu)=(uV)Vf—ulf

Vp =nAuV)Vf —quAAf =V (n(uV)Af)
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©an 3nR(un)
p=py+nUV)ASf =y +n(uV) —2 —p - T
Specidlisan a gomb felszinén
3
DP=Dy — % cos O,

feltéve, hogy a polartengely u irdnydba mutat.
A gdombre hat6 erd z irdnyu, nagysaga:

F, :]{—pcos@ df—}—f(a’ircosG) — 0y, sin @) df

Itt a feliiletelem df = R?sin ©dOdy, a fesziiltségtenzor belsd stirl6ddsbol eredd részének megfelels komponensei pedig

v
o.=e.-0 e =2n—
r=
o. =ey -0 e, =ne 8v+e 10v
or — %0 R T)
0 (v,e, +voeq + v,€ 10 (v,e, +vgeq + v €
e 2o vt te) | 10(e, + vty +use)
or r 00

_ (Ovg  10v, g
_"(W+Fa®_7)

A fent szerepld sebességkomponensek

Igy a fesziiltségtenzor komponensei a gomb felszinén:
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Ezzel az er6:

vagy vektoridlisan

* A Navier-Stokes-egyenlet dimenziétlanitasa és a Reynolds-szam

A dimenzidtlan véltozokkal a Navier-Stokes-egyenlet (ha a térfogati er6 nulla):

ov ~ ~ v o«
— + (vgrad)v = —grad p + — AV
ai,—#(vg )v g p—I—UL v
Reynolds-szam:

Re = —
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* Oseen-egyenlet
A Stokes-féle megoldds még kis Reynolds-szdmok esetén sem érvényes mindeniitt.
3R(u+ (un)n) 1R?(u-3(un)n)

veuTYy r 4 r3

A Navier-Stokes-egyenlet elhanyagolt tagja

R u?
(v-V)vx rat
mig a megtartott tagok nagysdgrendje
Ru
VAV X V—
3
Ha tehét
v
r>—,
U

az elhanyagolt tag nagyobb, mint a megtartott. Ha az Re = UTR Reynolds-szam 1-nél joval kisebb,

R
-~ — >R,
Re>>

g IR

igy csak a gdmbtdl nagy tavolsdgban (r > R) sziikséges a (v - V)v tag figyelembevétele. Ott azonban v & u, ezért az egyenlet (staciondrius esetben)
\Y
(u-V)v= P Ay
p

Ez az Oseen-egyenlet. Kozelité megolddsa gomb esetében:
Aramldsi fiiggvény (jelen esetben v, = -2 = L ‘Zf

72sin © 00 ? Vg = r sin

®
1—exp(—iRe(l +cos®) %
gb:%urzsinze)—kuR?( — sin @——(l—cos@) P (T3Re( )R))

Re

Osszehasonlitasként a Stokes-féle megoldds dramldsi fiiggvénye:
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1 ‘1R 3 ;
Y = Eur2sin2®+uR2 Z?sin2®—z%sin2®
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