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Eotvos Lorand Tudomanyegyetem, Elméleti Fizikai Tanszék
1117 Budapest, Pazmany Péter sétany 1/A

9. Eloadas

Sajatrezgések, allohullamok. Sipok. Téglatest sajatrezgései. Nehézségi hullamok.
Linearis vizhullamok. Hullamtorés. Diszperzi6. Hajohullamok. Kapillaris hullamok.
Nemlinearis hullamok sekély vizben.

9.1. Ismétlés

® Hulldmok idedlis folyadékban. Hanghullamok

2/
ap_czApIZO, 62:<@) — 1

ot? ap Poks
a2pl
52 ENp =0
32
W‘; —EAv=0
¢ Sikhulldmok. A +=z irdnyban halad6 hullam
® = f(z—ct)

Monokromatikus sikhullam:

1/29 01/14/09 15:39



Aramldsok fizikdja

2/29

Hangterjedés mozgé kozegben

Mozgé6 hangforrds nyugvé kdzegben

Az dramlds 0sszenyomhatatlannak tekinthetd, ha

Hangkeltés

2

Energiadram-siirliség: cEn, ahol sikhullimra E = pyv

A kisugdarzott intenzitas

Hangterjedés

© A hémérséklet, €s ezzel egyiitt ¢ felfelé novekszik: Teljes visszaverddés, nagy tavolsagban hallani a hangot.
© A hémérséklet, és ezzel egyiitt ¢ felfelé csokken: A hang nem hallhaté.
© A magas hangok messzir6l nem hallhat6k (er8sebb a csillapodasuk).

Visszaverddés €s torés

9 : beesési szog, ¥ : visszaverddési szog, 9" : torési szog.

o
w= -
1— Zcosf
v
P(t—I)n
®(r,t) = — =
(x,1) -
P(t—I)n
v =grad & = %n
c’r

4 -
I:/cpo v?2 ndF:;T[;OP2

7z

1ddétlag

9 =1
sin?’ ¢
sin ¥ c
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9.2. Sajatrezgések, allohullamok.

Kiilsd erd hatdsa nélkiil végbemend szabad rezgések véges edényben. A hatérfeltételek miatt frekvencidjuk nem tetszdleges — sajatrezgések (végtelen sok modus lehetséges)
Alléhullamok alakulnak ki

® = P)(r)coswt ,

ahol
w?
A®y+ —B; =0 +hatdrfeltételek
c

A hatérfeltételek meghatarozzak w-t is. A megolddsok szuperpozicidja is megoldas (linearitds).

* Sipok.
© Vékony, zart cs6 (zart nyelvsip)
A cs6 hossza legyen L, vastagsdga elhanyagolhat6.

2%, 2%,

'vu'ﬂ|z:O = oz =0 Uz|z:L = ox =0
2
) (x) = —w—2'I>0(w) —  ®y(xz) = Acos ((ﬁw> + Bsin (Ew)
c c c
8 (0)=0 - B=0 8 (0)=0=—A%sin (fw)
c c
4
®)(z) = Acos (ﬁw> ﬁL:7mn:1,2,...
c c
Sajatfrekvencia:
w ‘n v “n oA c
= T — = —_— —_ —
LT T 2L T
vep(z) = — AZnsin (Enw) cos wpt

Vemaz
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0 % S
p(z) = “Pogy = Pown A cos Tne sin wpt
Ahol v, maximadlis, ott p minimalis (v.6. Bernoulli-tétel), ellentétes rezgés.

p(z) o p(z)

Ugyanilyen képletek érvényesek a megfeszitett hir rezgéseire. Ott a rezgés transzverzdlis, tehdt z =+ 0 és ¢ = \/%'

ezzel a kezdeti kitéréssel
AL c ) T c
z = A;sin (Em) cos <7rft) + A, sin (2Zm) cos (27rzt)
Csak az alaphang és oktdvja sz6lal meg.

Minden felhang megszélal (kiilonb6z6 intenzitdssal).
A zart cs6 mint rezondtor el6fordul az orgona nyelvsipjai kozott.

b
A kialakul6 hulldmok

|n =1 |1/1 = 57 |alaphang (chH ‘

47129 01/14/09 15:39



Aramlasok fizikdja http://arpad.elte.hu/~bene/hidro/eloadas/9_eloadas/9_eloadas.html

n=2m =% |oktv(c)

(tiszta) kvint 3:2 (g%)

oktav (c?)

n=3V3=3

‘(nagy) terc 5:4 (%)

C
L
C
L
C
r
¢ [kvint 3:2 (g*)
C
L
C
i

3

n =6

kis szeptim 7:4 (b%)

oktav (c?)

3
2
5
ln:5|’/5_§
7
2

et

n=8vs =

Az éltalanos megoldas
= ™ c
Vg (2, t) = 2:1 A, sin (Enm) cos (wznt)
n—=

Fourier-sor. Az A,, egyiitthatokat a kezdeti feltételek hatdrozzak meg.
A hangszint az amplitudé-eloszlds {4, } adja meg. (PL.: iiveghang, ha a paratlan felharmonikusokat kizarjuk.)

© Nyitott nyelvsip
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resonator

tuning wire

block -

wedge .

.

A tetején (z = L) p =dll., tehét p’ csomodpontja, azaz v, maximuma. Az alaphang ezért A\; = 4L hullimhosszi, v; = ;7 frekvencidji (mélyebb, mint a zartnal).

A kovetkezd felhang csak Ay = %L hulldmhosszu lehet, vy, = % 7, tehdt csak a pdratlan felhangok jelennek meg.

boot

shallot —

tongue —

v, = én’, n' =1,3,5,...

O Ajaksipok
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dodydgnddogog U huwdxyuy by

1234 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21

Er6sen fujva alul maximalis a sebesség (pl. orgona).
Nyitott eset:

c
Vnzﬁn, n=123,...

Zart eset:

! !
v, =-—n,n =13,5,...

Blockflote gyengén fiijva, mint nyelvsip:
alaphangja: v = 7 ~ % = 225Hz(val6jdban ¢! = 264Hz)
Er&sen fijva, mint ajaksip. Az alt (f) és szopran blockflote csdvének hosszardnya ~ 1.5.
* Téglatest sajatrezgései.
v, = 0 a falakon.
Egyetlen all6hullam:

®(r,t) = Acos (Llllm) cos (lemy) cos <L13nz>

4
2 m? n?
w? = 2 (—2+—2+—2
Ly Ly I

l,m,n egész szamok. Mindegyik szamharmas meghataroz egy sajatfrekvenciat. Ezek sorozata sokkal bonyolultabb, mint a felhangoké.
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Egy altalanos rezonatordobozbeli megoldas

o]

®(r,t) = Z A;®,)(r) cos(w;t + o)

i=1

Itt o;-k az egyes rezgési médusok kezdeti fazisai.

w; diszkrét, de szabdlytalan értékeket vehet fel.

A hangszer hangszine a rezondtorban kialakul6 sajitrezgésektdl és azok amplitudéeloszldsatol { A} fiigg.
Rezondtor: hegediitest, csé.

9.4. Nehézségi hullamok (vizhullamok).

e

Véges mélységi folyadékban

Feltessziik, hogy y-tdl nem fiigg semmi (széles medence)
Osszenyomhatatlan folyadékot vizsgalunk

Feltessziik, hogy az dramlds 6rvénymentes: v = grad &
Alapegyenletek:

AP =0

o®
ot

P—D
Po

1
+§(grad¢')2+ +g9z=0

Bernoulli-egyenlet, p, az atmoszférikus nyomas.
Peremfeltételek:
A feliilet egyenlete z = ((z, t)

9/29
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® A feliileti sebesség ¢ valtozdsabol adodik
Egy részecske sebessége kozvetleniil a feliilet alatt

® A nyomds ¢-nél py:

® Alul nincs z irdnyt sebesség:

9.5. Linearis vizhullamok.

Ha v és ( kicsi, akkor a négyzetes tagok a linedrisak mellett elhagyhatok:

Egyenletek:

Peremfeltételek:

® A fenti két peremfeltételbdl kovetkezik, hogy

10/29

0 1 2
(E +3 (grad ®)° + gz> ‘

& &
z_dt_at v“aa:
N2
o o K
azg_at T oz

¢

0®

—— =0
0z z=—h
AP =0
0%  p—po
- +g92=0
ot Po

0% _ & _
8zc_8t_

I
o

LN
a I ‘4

=0
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G . S
ot? 0z |C_
o
[ ) —_— :0
0z z=—h

pozitiv irdnyba halad6 hulldmot keresiink. Feltevés:
(ﬁ(mwzat) = '1)0(:13 - Ct)X(Z)
AP=0 = &x+x" =0

ig XII

@ X
A baloldal csak & — ct-t6l, a jobboldal csak z-t6l fiigg, ezért mindkettd konstans kell hogy legyen:

3y = —k*®, X" = k*x

c fiigghet k-tol!

Megoldas:

®(z — ct) = A; cos(kx — ke(k) t), x(z) = Achk(z+ h)+ B shk(z + h)
~—~—
=w(k)

k a hulldmszam.
Az utolsé peremfeltétel miatt B = 0.
Tehat

®(z, z,t) = Acos(kx — kct) chk(z + h)

Az utolséel6tti peremfeltételbdl

w?A chk(¢ + h) = gkA shk(¢ + h)

Mivel { < h gyenge zavar esetén,
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w? = gk thkh

azaz
w = 4/ gk thkh

A korfrekvencia és a hullimszam kozott nemlinedris a kapcsolat — diszperzid: a terjedési sebesség fiigg a hullimhossztdl.
A maésodik hatérfeltételbdl a hullamfeliilet:

10®

((z,t) = ot

_Aw chkh sin(kz — wt)
(~0 g

A diszperzi6 kovetkezményei
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® Fazissebesség és csoportsebesség

Fazissebesség:
w(k)
Tk
Csoportsebesség:
dw(k)
Cg= ——
g dk

A csoportsebesség jelentése:

((z,t) = / dk f (k)eitke—w(®))

A hulldmhegyek €s hullimvolgyek azok a helyek, ahol az interferencia erds, vagyis a fazis csak lassan valtozik a hullimszam fiiggvényében. Ennek feltétele:

0
% (kx —w(k)t) =0
azaz
_ dw(k)
T = ak t

A hulldmhegyek és hulldimvolgyek tehdt a csoportsebességgel mozognak.

Linedris vizhulldmok esetén a fazissebesség

g
= /2t
c . kh ,
SN crerit N S\ Cl i k)
72V Ek 2\ shkh ch’kn 4 k shkh ch®kh '

a csoportsebesség

Hataresetek:
© mély viz:
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14729

Fazissebesség:

Csoportsebesség:

© sekély viz:

Nincs diszperzid, a fazissebesség egyenld a csoportsebességgel:

A:%’«h S ER>1,
w(k) = 1/ gk

c=./2

k
_1 g _c
“9T5\VE 2

2m

A=T>h - k<1,

w(k) = /ghk

C:cg:\/g_h

thkh ~ 1

thkh ~ kh
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® Szétfolyas
Legyen a kezdeti hulldmalak o félszélességii haranggorbe (Gauss-fiiggvény):

2 A b 2o
¢(z,0) = Aexp (—:B—) —Re 2L e TF etk g

207 Var )
Ekkor
A ® 212
¢(z,t) =Re U/ e T gilkz—w(k)t) gp,
v 27 J -0
Ha
dw(k) 1 d2w(k) 9 1.,
k)~ —=~ k+ = k‘ = ak + - bk
wk)~ 5 e e o ak o on
akkor
A X ey 2 — at)? 4 4
¢(z,t) =Re 29 e 1 Feikz—at) gk — Re A g —exp | — M = _
Vor J—oo o? + ibt 2(o2 + ibt) ot + b%t2

Ennek burkol6ja /a2 4+ b2t2 /02 > o félszélességli haranggorbe (melynek maximuma az = at helyen van).

http://arpad.elte.hu/~bene/hidro/eloadas/9_eloadas/9_eloadas.html

o <_ 2(0(2m+— bjzjﬂ)) . < % : 6>

A szétfolyds oka: az egyes monokromatikus sszetevok kiilonbozd sebességgel haladnak, igy az id6 muldsdval egyre inkdbb rendezetlen fazisokkal adédnak 6ssze. — Az amplitudd

csokken, a szélesség novekszik.
® Hullamtorés

15729
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A > hesetén ¢ = 4/ gh, ezért a mélyebb vizben terjedd hullimok gyorsabbak, utolérik a sekélyebb vizben terjedSket és atbuknak rajtuk.

16 /29 01/14/09 15:39
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Cunami (sz0kddr), 2004, Thaifold. A tengerrengés okozta hulldamok a nyilt ocednon t0bbszdz kilométer hulldmhossziusdgiiak és mindossze kb. 300mm-es amplitudojiiak. Partkozelben
lelassulnak, feltorlodnak (4-30 méteres magassdgu vizfalld), és az addig nagy teriileten szétoszIo energidjuk a partszakaszokon koncentrdlédva hatalmas pusztitdst okoz.
¢ Kelvin-féle hajéhullamok
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b)

| local wave
disturbance
region

free wave pattern region

I
-

— — — — —

Mo _4anc*
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cC>V
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L i
'I"'u -

L]

Hajohulldmok a felhdzetben. A hajo szerepét itt az Amszterdam-sziget jdtssza (Indiai-6cedn)
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William Thomson (Lord Kelvin), (1824-1907)

9.6. Kapillaris hullamok.
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Esdcseppek becsapoddsa dltal keltett kapilldris hulldmok

24 /29 01/14/09 15:39



Aramldsok fizikdja

2= (%)

A

A feliileti fesziiltségb6l ered6 nyomads:

Linedris vizhulldmok esetén a egyenletek:

251729

U2
P~
T ) S S
dy dz/ cos a; 1+ C/Z)%

AP =0
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0P + Ap —
_+P D — Po

5 +gz=0
Peremfeltételek:
. 9% _ o€ _
0z C_ ot N
0® o
° il _ n — 0
it o
® A fenti két peremfeltételbdl kovetkezik, hogy
0’® 0% o 0°®
- T9 5~ —55:5 ) =0
ot? 0z  p0z0z* )|,
. 92 _,
0z z=—h

A megoldas ismét
®(z,z,t) = Acos(kz — wt) ch k(z + h)
Ezt a felszinen felirt Bernoulli-egyenletbe betéve:

—w2chk(<+h)+gkshk(<+h)+%k3shk(<+h)=0

Mivel { < h, azt kapjuk, hogy

w(k) = \/<gk + %k?*) th kh

Kapilldris hulldimok mély viz felszinén:

w(k) = , gk + %k?»

26/29
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Itt o a feliileti fesziiltség.

5 T T r T ©T rrrr T T T

g 4 k. a.a 2 g B i & & & &

0.01 0.02 0.05 01 0.2 0.5 1 2

Kapilldris hulldmok fdzis- és csoportsebessége a hullamszdm fiiggvényében. Fdzissebesség: kék, csoportsebesség: piros

Fazissebesség:
c(k) = % + %k
Csoportsebesség:
ety = L2y 0k
2, [gk + k3 c(k)

271729
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9.7. Nemlinearis hullimok sekély vizben.
A Korteweg-de Vries-egyenlet

— +tc +

&« (% 3. R\
Ot dr 2n°0xr 6 8x3)

Ittec = \/g_h

Szoliton

2 2 1

((z,t) =

I [ %vgz—;;z(a: - vot)]
A amplitud6

Ez a nemlinearitds miatt megé6rzi alakjat, nem folyik szét.

v3 = g(h+ 4)

A sebesség az amplitudotol fiigg, és nagyobb a linedris hullimok maximalis ¢ = 4/ gh sebességénél (bar csak kicsivel, mivel vy ~ ¢ (1 + % ‘54) és A< h).

A szoliton fglfedezése: John Scott Russell, 1834.

R
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Csénak megallasa utdn vizdomb, kb. 14 km/h-val halad, szélessége ~7 m, magassidga ~0.4 m. A vizmélység 1.1 m volt. Negyedoran 4t tudta kovetni 16haton.
Késdbbi kisérletek. A legjobb keltési mod: k§ vizbeejtése.

A nagyobb szoliton utoléri és megeldzi a kisebbet. A szolitonok iitkdzéskor megdbrzik alakjukat.
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Gyula Bene 2008-02-14
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