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1. Bevezetés

Feladatomnak az id6fiigg6 hovezetési egyenlet négyszogletes siklemezre valé megoldédsat valasztottam,
a kovetkezo hatarfeltételek mellett:

e alul adott a hémérséklet, az él mentén linearis a hémérsékletprofil

e jobb oldalon adott konstans a hoaram

e a masik két él mentén tokéletes a hészigetelés.

A kezdeti feltétel a lap mentén mindkét derékszogl koordinataban linearis, ami egyben az alsé
él mentén a hatarfeltételnek is eleget tesz.

2. Elméleti attekintés

2.1. A hovezetés egyenlet

Azt a természetben megfigyelhetd tényt, hogy hé aramlik a melegebb helyrdl a hidegebb felé, a
kovetekez6 matematikai egyenlettel fejezhetjiik ki [1]:

H = —kVT(r,t), (1)

ahol H héaram, k a hévezetési egyiitthaté. Az anyagban levé 6sszes hé mennyisége Q(t) adott
idopillanatban aranyos a homérséklet teljes anyagra vett integraljaval:

Q1) = / drCp(r)T(r.1), ()

ahol C az anyag fajhoje és p a stlirlisége.
Mivel az energia megmaradd mennyiség, ezért Q id6beli cstkkenésének egyenlonek kell lennie az
anyagbdl kiaramlé hovel. Ennek az energiaegyensilynak és a Gauss tételnek a felhasznédlasaval
a hévezetési egyenletet kaphatjuk:

oT (r,t) K

5 = C—pV2T(r, t). (3)

En ennek a két térdimenziéra vonatkozd alakjaval foglalkoztam:

T (z,y,t) & (82T(x,y,t) +82T(x,y,t)>

o Cp O Oy

2.2. Explicit Euler - médszer

A szimuldciét végeselem modszerrel végeztem, tehat mind a teret, mind az id6t diszkretizdltam.
Az egyenletekben, a vizsgalt idépontokat k-val indexeltem, a térben elhelyezkedé pontok x,
illetve y irdnyd koordinatdit i és j index jeloli. A térbeli pontok tavolsdga, Az és Ay, az idébeli
1épéskoz pedig At. Ahhoz, hogy megkapjuk a szimuldcidhoz hasznalt rekurziés formulat, el0szor
irjuk fel Ti’:”j_l n koriili Taylor - sorat elsé rendig:

oT |n

-1 _
Ty =T = Aty ()
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vagyis
or T T (©)
ot lij At
A kbvetkezs épésben T}y ; és T}y, Tj'; " Koriili Taylor - sordt frjuk fel mésodrendig:
OT n—1  Az? 9T |n-1
n—1 _ gn-—1 — —_—
Ti+1,j — TU + Az 0% |1 + o1 022 Iij (7)
OT -1 Az? 9T |n-1
Tt =t a9 =1 i
i—1,j 0] T ox ij 20 022 i .

A (7) és (8) egyenleteket Osszeadva és a masodik derivéltra kifejezve:

n—1 n—1 n—1
n=1 Ty, + 1oy — 2155

0T
i Ax? ' (9)

2

Az y irdnyban elvégezve ugyanezeket a miveleteket:

T =1 _ Ty + Ty — 207 (10)
oy lij Ay? '

LegyenAx = Ay = h és a kapott derivaltakat irjuk vissza a hivezetési egyenletbe:

Y A—C % (11)

Lo, (ﬂ’iﬁj T — AT T T)
At N '

Kifejezve az egyetlen n -ben vett tagot:

At
—1 —1 —1 —1 —1 —1
T =Ty +ag (T, + T — 4T + Tl + 1)), (12)

_ K
ahol o = o

A téglalap alsé oldalan adott Dirichlet - hatarfeltételt igy szimuldltam, hogy minden id6lépés
utdn visszadllitottam a linedris profilt. A jobb oldalon adott Neumann - hatarfeltétel figyelem-
bevételhez, pedig azon az oldalon egy un. szellem gridet vezettem be. Amelyet a szamitaskor
figyelembe vesziink, viszont nem jelenitiink meg.

Ebben az esetben a hatarfeltétel a kovetkezo:

oT |k
ozl =@ (13)

Azt, hogy szimuldciénk mennyire kozeliti az analitikus megoldast, illetve, hogy mitél fiigg a
hatékonysaga, a Neumann stabilitdsvizsgélati médszerrel becsiilhetjitk meg [2]. Ez a mddszer,
arra a feltételezésre épiil, miszerint a differencidlegynlet sajat mddusai a kovetkezd alakban
irhatdk:

T], = &(k) e mas, (14)
ahol © = mAx és t = jAt. £ a k hullamszam ismeretlen, komplex fiiggvénye. Ha a differen-
cialegyenlet altalanos megoldasa kifejthet6 ezen sajatmodusok szerint, akkor a megoldas stabil,
ha a sajatmddusok stabilak. Egy sajatmédus pedig akkor stabil, ha a amlitudé nem noévek-

szik id6ben, vagyis £(k) < 1 teljesiil minden k-ra. A stabilitasvizsgalathoz a (14) kifejezést kell
behelyettesiteni a (12) egyenletbe:

gitlgikmde _ gjoikmde |, (gjeik(erl)Az 4 fjeik(mq)m _ ijeikmAz> ' (15)
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1. dbra. Explicit Euler - médszer szemléltetése.

Ebbdl, felhasznalva az Euler - formulat:

€(k) =1+ 2n(coskAzx —1).

Hogy £(k) < 1 teljesiiljon minden k-ra:

= <.
g CpAz? = 2

kAt 1

(16)

(17)

A (17) egyenlet alapjan minél kisebb At id6lépést vélasztunk, annal stabilabb megoldast kapunk.
De, ha csokkentjiik a Ax térbeli 1épéshosszt, anélkiil hogy ehhez képest egyidejlileg négyzetesen
valtoztatnank az id6lépést, a stabilitas csokkenni fog. Ezt a szamitast azért végezhettiik gy, csak
Ax -et figyelembe véve mert a szimuldciéban mindkét térirdnyban azonos lépéskozt hasznalunk.
Ez nagymértékben nyujtott négyszog esetén nem idedlis, viszont nagyban egyszeriisiti a szdmolast

és a szimuléciét is.

3. Eredmények

A szimulacié eredményét ”valds idében” abrazoltam a Gnuplot grafikus programmal. A 2. és

a 3.
kovetkezok voltak:
h

dt

= 0.0625
= 0.00001

a=1

Ezek alapjan n = 0.00256, ami lathatdéan a stabil régiéban van.

abrak egy szimuldcié eredményét mutatjak egy-egy idépontban. A beallitdsok ennél a
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2. dbra. HOvezetés négyszogletes siklemezen, a kezd6 (bal oldalon) és a t = 0.375 (jobb
oldalon) idépillanatban
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3. dbra. Hovezetés négyszogletes siklemezen, a t = 2 - 0.375 (bal oldalon) és a t = 3-0.375
(jobb oldalon) id6pillanatban
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