Drotkeretre feszitett szappanhartya alakja

Tamés Krisztidn

2020. julius 1.

Kivonat

Feladatom két egymasra merdleges félkor alaku drotkeret altal kifeszitett szappanhartya
alakjanak meghatarozasa volt, igy hogy a drétkeretek kozos atmérGjiik végpontjaban van-
nak Osszeerésitve. A feliileti fesziiltség miatt ilyenkor a szappanhértya a legkisebb feliilet
kialakitasara torekszik. fgy a probléma egy megadott hatarral korbevett minimalis feliilet
meghatarozasa.



1 BEVEZETES

1. Bevezetés

Drétkeretre feszitett szappanhdrtya alakjat fogom meghatarozni. A drétkeretet két egymasra
merdleges siku félkor alkotja, melyek kozos atmérdjiikk végpontjaban vannak 6sszeerdsitve. Fel-
adatom ezen drétkeretek kozotti szappanhartya feliiletének meghatdrozasa volt.

El6szor hatarozzuk meg a szappanhartya vastagsagat. Ehhez vegyiik el6 a Young-Laplace egyen-
letet:

Pin — Pout = 27'% (1)

ahol p;, a nyomas a folyadékon beliil, p,,+ pedig kiviil, v a feliileti fesziiltség és k a gorbiilet.
Feltételezziik, hogy a nyomas mindkét oldalon megegyezik a légkori nyomassal. Tegytik fel, hogy
van egy olyan feliilet ahol az atlagos gorbiilet nem nulla. Ha feltessziik, hogy a hartyanak allandé
a vastagsaga, és a hartya belsejét a Young-Laplace egyenlet bels6 folyadékaként kezeljiik, akkor
a hartya egyik rétegének pozitiv a masiknak pedig negativ gorbiiletének kell lennie. Ha ezeket
beleirjuk a Young-Laplace egyenletbe, akkor egy ellentmondasra jutunk, mivel ha a pozitiv
gorbiilettel rendelkezo oldalra alkalmazzuk, akkor mas eredményt kapunk a nyomésokra mintha
a negativ gorbiilettel rendelkez6 oldalra alkalmaznank. Ebbol az koévetkezik, hogy egy allando
vastagsagu szappanhartyanak az atlagos gorbiilete nulla lesz.

Engedjiik meg hogy a hartydnknak valtozo legyen a vastagsiga. Egy szappanhértya akkor veszi
fel egyensulyi alakjat, ha az energidja minimalis. Egy hartya feliileti fesziiltségének energiajat a
kovetkezo egyenlet adja meg:

Eg=2vA (2)

ahol A a héartya feliilete és v a feliileti fesziiltség. Ebbdl ldtszik, hogy ahhoz hogy a minimélis
energiaszintet elérjiik a feliiletnek is minimalisnak kell lennie, illetve hogy allandé vastagsaggal
kell rendelkeznie, mivel a vastagsag valtozasa feliilet novekedéssel jarna. Ezek miatt a szap-
panhéartya egy infinitezimélisan vékony két dimenzids feliiletnek tekintheto.

1.1. Feliilet minimalizalas

Legyen a szappanhdrtya feliilete z = f(x,y), ahol f(x,y) a felillet magassiga az (x,y) ponton.
Ezen hartya feliilete a kovetkezo integrallal szamolhaté ki:

A:/91/1+f§+fy2dxdy (3)

ahol S az a régi6 a sikban ahol a hartya definidlva van, f, és f, az f fliggvény x és y sze-
rinti derivéltja és f értéke meg van adva S hataranal. Ahhoz hogy megadjuk azon f(x,y)
alakjat ami minimalizalja a feliiletet adott peremfeltételek mellett, az Euler-Lagrange egyenle-
tet hasznalhatjuk:
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Jelen esetben nekiink:

L=\l rz+ 1 )
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Ezt visszahelyettesitve az Euler-Lagrange egyenletbe a kovetkezore jutunk:

0 fi 0 oy .

e\ Jr+p2+52) W\ 1248

Ez egy nemlinearis parcidlis differencidlegyenlet. Megolddsdhoz sziikséges még megadnunk a
stkot definidlé korvonalat. Ezt a kovetkezOképpen hataroztam meg:

S(u) = <cos(u), ' R ) (7)

Az igy paraméterezett gorbe a kdvetkezd képen lathato:

1. dbra. A két egymédsra merd6leges drétkeretet reprezentalé gorbe.

A feladatom ezen két gorbe dltal hatarolt minimélis felszin meghatarozasa volt.
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1.2. Hasznalt numerikus mddszer

A kapott differencidlegyenletet megolddsdhoz a Newton mddszert hasznédltam. Ez egy a kovet-
kez6 formaba hozott:

Fu) =0 (®)

nemlinedris egyenletet tud linearizélni, ugy hogy F(u) értékét kozeliti annak Taylor sordnak
linedris részeivel egy adott u~ értéknél:

F(u)~ F(u™) + F'(u”)(u—u") (9)
fgy a 8. egyenletnek kdvetkez6 a megoldésa:

_ F)
Fi(u™)

(10)

U=1u

A mi esetiinkben F a 6. egyenletben meghatarozott fliggvény lesz. A differencidlegyenlet nume-
rikus megolddsahoz a teret diszkretizalni kell. Ezt a kovetkez6 képpen tettem:

i = sin <z2(N7T_1)) (11)

Y = \/gsm <12(N7T—1)> (12)

A 10. egyenletiink diszkretizalt valtozata a kovetkezOképpen néz ki:

ahol i € {0,1,2,..., N-1}.

u u T (13)
Ahol J = F'(u™) = a Jacobi métrix.
A derivaltakat a kovetkezéképpen lehet kozeliteni:
Uitl,j — Wi—1,5
Dt 2dzx (14)

Uitl,j — Wiml,j — 2Uij

OOy j ~ > (15)
Az egyszeriisités kedvéért bevezethetiink egy ~ véltozdt:
1
Yij = 16
T @ T ) 1o
Melynek derivaltja:
Vg = (L4 Q) + (9yu)*) % (17)
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1.2 Hasznalt numerikus moédszer
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fgy az f fliggvénytink és a Jacobi fiiggvényiink a kovetkezdképpen alakulnak:
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Mivel a megoldasunknak szimmetrikusnak kell lennie mind a négy siknegyedre, igy azt elegendé

volt csak az egyikre kiszamolni.
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2. 4bra. A hasznalt kiindulési feltilet.



2 EREDMENYEK

2. Eredmények

Tobbféle gridméretet és iteraciét kiprébaltam. A gridméret értéke nagyban befolydsolta a futasi
idot, ugyhogy egy koztes N = 30 értéket hasznaltam. KEnnél részletesebb grid mar nem sok
plusz informaciét tartalmazott a feliilet alakjardl, viszont ennél kisebb értékkel mar torzult az.
Megvizsgaltam hogyan fiigg az iteraciéktol a kapott feliilet alakja. Ebbdl csindltam egy videot.
Ez ezen a linken elérhet6. Latszik, hogy célszerii minél tobb iteraciét venni, viszont figyelembe
véve a futdsi id6t kompromisszumot kell kotni. Egy adott iterdcié érték felett hasonléan a
gridmérethez nem sokat fog mar valtozni a fliggvényiink. A végeredményhez 50.000 iteraciét és
N = 30 gridméretet hasznédltam. Ez lathaté a kévetkezd abran.
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3. dbra. A képen a két drétkeret (sérga és kék vonal) illetve a koztiik kifeszitett szappanhdrtya
lathaté. A képhez 50000 iterdcién &t futtattam a programot, N = 30 gridmérettel.

A hartya elééllitasdhoz hasznélt kédod, a kapott adatfijlokat, illetve az abrazolashoz sziikséges
gnuplot fajlt csatoltam a jegyzOkonyvhoz.


https://youtu.be/wKR37eUT8EY
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