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1. Bevezetés

Ebben a munkaban a 2 dimenzids/bzetés feladatan keresztil foglalkozok a "pszeudsfekkollo-
kacid" néven ismert spektralis parcialis differenciakeghet megoldé médszerrel.

El6szor 6sszefoglalom a mddszer elméleti alapjait. Ezuték par szot az implementalasardél, amely
befolyasolta az idléptet modszer kivalasztasat, mivel egy cél volt a szamitas GRalénfuttatasa. Majd
kozlom egy konkrét éivezetési feladat megoldasat.

Ezenkivll egy egyszerii esetben 8sszehasonlitom az iarmaditikus megoldast a numerikus megoldassal.
Végul pedig megprobalom dsszefoglalni, a munka milyenkedeizsgalati kérdéseket vetett fel.

2. Elméleti bevezed

2.1. A hbvezetés egyenlete

A hbvezetés egyenlete 2 dimenzidban (hdedzetés iranyfiiggetlen):
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ahol T a hbmérséklety = x/(pc) az anyagra jellent fizikai allanddkbdl (Bvezetési egyitthato,
h6kapacitas, siirliség) képzett mennyiség, amelyet termigfiizivitasnak is neveznek. Ertéke pl. alu-
miniumra: a4; = 84.18mm?/s. En ezt a mennyiséget konstansnak és iranyfiiggetlenngewesA
tovabbiakban a numerikus stabilitas Mergse érdekébam = 1-el szdmolok. Ha a kdvetkézszamo-
lasokat konkrét oldalhosszal rendel&gkonkrét anyagbol allé négyzetes lemezre szeretnénkedizai,
akkora gondos megvalasztasaval teremtiink kapcsolatot a szildéaa valosag kdzott (azbks a hossz
skalazodik).

2.2. Pszeudospektralis kollokacio

A kovetkedkben a Numerical Recipes|[1] "Spektralis médszerek" Egete alapjan réviden dssze-
foglalom a pszeudospektralis kollokacids médszer méfdtjondolatokat. A kulcslépések kdzotti leve-
zetések az ébb hivatkozott[1] irodalomban, illetve részletesebl@rden talalhatéak.

e Spektralis moédszerek

Lényeges kllonbség a spektralis és véges differencia ratelskdz6tt, hogy mig a véges differencia
moddszerek a megoldandé parcidlis differencidlegyenéetlitik diszkretizacioval, addig a spekt-
ralis modszerek az egyenlet megoldasat kozelitik, a hggsfenyvek szerinti végtelen sort véges
sorral kozelitik:

flx)~ fn(z) = Z anPn ()
n=0

e Bazisfuggvények valasztdsa

Azt, hogy egy-egy probléma megoldasahoz milyen bazisféggrendszert valasztunk, a hatarfel-
tételek hatarozzak meg. Idedlis esetben minden baziséiiygkelégiti a probléma hatarfeltétele-
it. Példaul a Fourier bazis a periodikus hatarfeltételekégiti ki. Dirichlet hatarfeltételek esetén
Chebyshev polinomokat hasznélhatunk.

Megemlitend, hogy a Fourier kifejtés gyors konvergenciajahoz mind @opiékus hatarfeltételek
mind a kifejtend fllggvény simasaga sziikséges.

Viszont a Chebyshev és Legenedre polinomok szerinti k$eggy lényeges tulajdonsaga, hogy a sor
konvergenciaja csak a kifejteddiiggvény simaséagatol fiigg, és nem fiigg a hatarfeltétalekr a
tulajdonsag fogja biztositani a pszeudospektralis mddsrgy pontossagat.



o A kifejtési egyitthatok szdmolasa: A pszeudospektralis Ktokécio definicioja

Kilonbod spektralis modszerek alakultak ki aszerint, milyen ela&pjan szamoljuk az egyiitt-
hatékat. A harom legeletrjedtebb médszere a "Tau", a "®alees a "Kollokacids" (mas néven
"Pszeudospektralis" vagy "Pszeudospektralis kolloKaonbdszer.

A kollokaciés médszerben megkéveteljik a hatarfeltételekielégitését, valamint azt, hogy spe-
cidlisan véalasztott, un. "kollokaciés pontokban" a véges Kejtés egzakttul kielégitse a vizsgalt
parcialis-differencialegyenletet.

A pszeudospektralis médszerre tehat egy interpolaciésspeiként tekinthetlink, amely a kollo-
kaciés pontokban egzakttul felveszi a megoldas értékébn epntok kdzott pedig jol kozeliti a
megoldast.

A Gauss-kvadratdra és az interpolald polinom egyiitthatéimk a kapcsolata

A Gauss-kvadratdra egy integralasi madszer, amellyel@az = y(x)w(x) alakban felirhato fligg-
vények integralasa végezBbetl egy meghatarozott intervallumon.dt{x) egy un. "sulyfiggvény",
ésy(x) egy polinomokkal jol kdzelithét sima fliggvény. Av(z)-et Ugy valaszthatjuk meg, hogy ki-
ejtsiik az integralhat6 szingulartasokat az integralb@lasztott intervallumon. A Gauss-kvadratdra
az integral értékét jol megvalasztott pontokban felvegighienyértékek sulyozott 6sszegével, un.
"kvadraturajaval" kozeliti:

b N
i=0

a

A Gauss-kvadraturak levezetésénél kulcsfogalmat jehehten ¢,,, Un "ortogondlis polinomok".
Ezen polinomok ortogonalitasat definialja a kovetkeintegrallal értelmezett skalarszorzat, ahol
w(x) egy sulyfuggveny:

b
<¢n|¢m> E/ qbn(:v)qu(x)w(x)dx = dmn

A Gauss-kvadratdranal hasznalt+ 1 db. w; suly ésN + 1 db. z; kvadratdra pont Ugy van megva-
lasztva, hogy amig(z) (2N +1)-edrendi polinomként irhatd, addig a kvadratira egzakigadija
az integrdl értékét. A kvadratlrak levezetésénél épp eamait megkoveteliink.
A kildnbdd w(z) sulyfuiggvényekhez kildnb6zortogonalis polinomrendszereket konstrulunk
agy, hogy az egyes polinomok a fenti skalarszorzat érteégnggymasra ortogonalisak legyenek,
és egyj + 1-edrend( polinom-edrendi polinomok linearkombinacidjaként ab el
Az elbbbi egzaktsagi kdvetelmény, itt nem részletezetten, akbaet, hogy a1 (x) polinom
gyokei lesznek az; kvadratira pontok, ez@auss-kvadratirak fundamentalis tétele
Aa w; sulyok pedig a

(pn|pN)
PN (@)D 41 (24)
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formulaval szamolhatoéak.
Keét fliggvény skalaris szorzatat a kbvetligAGauss-kvadratara" értelemben is definialhatjuk:

N
(flg)e =Y wif (w:)g(:)

=0

A kifejtésre hasznalt polinomokra a kovetkezin. "diszkrét ortogonalitasi relacié" lesz igaz,
amely az alabbiakban kévetkiallitasok bizonyitasainal fontos:

(pn|pm)e =6ij;  m+n<2N+1



2.3.

A megoldast most ne fejtsiik végtelen sorba, hanem kozeladkbvetked, “"pszeudospektralis
interpolalo figgvénnyel:

N
Py(x) = Z Tnn ()
n=0
az interpolaciés pontoknak valasszuk a Gauss-kvadratimakat:

Py (i) = y(x); i=0,1,-,N

A Lagrange-interpolacié szerint a@¥ + 1 ponton atmed interpolacios polinom egyw-edrend(
polinom. A ¢y-ig tarté ortogonalis polinomrendszeren zedrend( polinomok kifejthéek, igy
ez megtehét A kifejtési egyltthatok pedig éppen a Gauss-kvadraalisgamithatéak:

an = <y|¢n>G

Ez azn + 1 szdmd, Un. pszeudospektralis egyttthat6 az interpolalt gmomot tehat egzakttul
kifejti a hasznalt bazisfiggvényen.

Az y(x) megoldas fiiggvény valddi spektralis kifejtése a kovebkadaki:

y(@) = 3 andn(a)
n=0

ahol aza,, egyiitthatok a kdvetkeéi:

b
an = (ylbn) = / y(2)gn (2)0(2) da

Belathato, hogy a,, ésa,, k6zo6tt érvényes a kdvetkédsszefiiggés:

ay = <y|¢n>G =an+ Z am<¢m|¢n>G

m>N

Mivel nagy N-ekre az egzakt spektralis kifejtés hibdja/N-el exponenciondlisan csdkken, ha
y(x) sima fuggvény, a pszeudospektralis kifejtés is "exponenandlisan jol" kdzeliti y(z)-et. Ez
a nagy pontossag jelenti a pszeudospektralis médszerngk ere

Spektralis és kardinalis fliggvény reprezentacio
Kardindlis figgvények
Egy f(x) fUggvény polinomialis interpolal6 formulja a kdvetkealakban irhatd:

N

Py(z) =) f(z:)C(a:)

=0

ahol aC;(z) fuggvényeket kardindlis figgvényeknek nevezzik. A katifuggvényekv-edrendi
polinomok a kovetkei tulajdonsaggal:

Ci(z;) = 04

Ez az 4ltalunk hasznalt, kollokacids pontok szerinti iptddicional azt jelenti, hogy minden kolloka-
ciés ponthoz tartozik egy kardinalis fliggvény, amely a éiselt kollokacids pontban azértéket,
és minden mas kollokaciés pontbaf artéket veszi fel.



Ortogonalis polinomok szerinti kifejtés esetén a kardinfilggvények a kifefi ¢,, polinomokkal a
kovetkezéképpen irhatbak fel:

on+1(2)

Cilw) = (z — xz)¢}v+1(xz)

Tehat minden bazisfiiggvény-rendszerhez tartoznak katidls pontok és kardinalis fliggvények.

e Kapcsolat a spektralis és racs reprezentacié kozott
A parcialis differencialegyenletiinket irjuk fel a kovetkealakban

Ly=f

ahol< egy lineéris differenciél operator. Ez egy peremértékdatgnincs idfejlodés). A kdvetke-
z6k érvényesek a spektrdlis és fizikai terekben:

Spektralis tér Fizikai tér
N N
(@) = andn(x) y(@) =Y y;Cj(x)
n=0 j=0
N N
> anLon(@) ~ f(x) Y yiLCy(a) = f(x)
n=0 j=0

A kollokéacios pontokban az interpolaciés megoldas egmbkitlégiti a diff. egyenletet:

N
2 o o) = @) Sy £C; () (i)
Ljn =0 T

Matrix-vektor szorzas alakban:
Matrix-vektor szorzas alakban:

La=f LOy =f

A két reprezentacio kozott matrix szorzas létesiti az @ighr Példaul a racsponok értéldih spekt-
ralis egyutthatok gy szamithatdak, hogy a kifeji@p@r) figgvényt a spektralis bazisokra vetitjik
a fentiekben emlitett skalarszorzas értelemben, és agraité&sauss-kvadratiraval szamoljuk (ami
ezesetben egzakttul megadja az integral értékét).

ai = (bily) = Z

w; i (75) yj
——
Mij

a=My

A spektralis egyutthatokbdl a racspontbeli értékekeketg@inalis fliggvények egyitthatéit) az
M~1-zel szorozva kapjuk meg:

y=M"1la

Fourier vagy Chebhysev bazist hasznalva FFT-vel gyorsitha atjaras nagy radcspontszam esetén.
A két tér kdzotti folyamatos atjarasnak csak komplexeblidé valtozé egyiitthatos parcidlis d.e.-
ek esetén van jelebsége([?].



Lathat6, hogy a szamitasokat mind a rAdcspontokon, minddrafie egyutthatékon végezhetjuk. Mivel
fizikai térben kdnnyebb a Dirichlet és Neumann hatarfdiétkielégitése, én a fizikai teret valaszottam,
és a tovabbiakban részletesebben csak a fizikai térrellkoglam.

2.4. Differencialé6 matrixok

Mint ahogy az ebbbi 6sszefoglaléban lattuk, a linearis operatorok hatadizikai vagy spektralis
térben matrix-vektor szorzassal irhatjuk le. Itt a vekipelgralis esetben a spektrélis bazisfiiggvények
egyitthatoit, fizikai térben a kollokacids pontokbon feldrtéket (a kardinalis fliggvények egyutthatoit)
tartalmazza. A matrix fizikai térben:

Tehat példaul a megoldés differencialjat ugy kapjuk, hogy a megoldast (tehat fizikaben a fligg-
vényértékek vektorat) megszorozzuk a kévetkewtrixszal:

Lathat6an a matrix konkrét alakjahoz sziikséglink vai; @) fliggvények derivalt értékeire az
kollokacios pontokban. Ezek kiszamolhat6ak, és a gyakmalitasznalt bazisokhoz tartozo differenci-
alis matrixok fellelhebek az irodalomban. Bizonyos bazisokhoz kétfajta racsriezhat, és a matrix
alakjat természetesen a racsvalasztas is befolyasol@gauPé Chebyshev bazishoz valaszthatjuk a Gauss-
kvadratira pontokat, de a Gauss-Lobatto pontokat is, agkedyvégpontokat is magukba foglaljak, igy
kénnyebbé valik a peremfeltételek kielégitése a végpamokA Gauss-Lobatto racsrél részletesebben
lasd [2].

Megjegyzés: Chebyshev polinomoknal a spektralis térbeirtzeli derivaltat nem csak matrixszor-
zassal, hanem kisebb miveletigénnyel, rekurzios rdatidasznélva is szamolhatjuk. Fourier-bézison
spektrdlis egyutthatékak-val szorozva, majd inverz FFT-va kiértékelhetjiik a téretivaltakat. [1]).

2.5. A feladathoz illeszke® fogalmak: Chebyshev polinomok, kardinalis figgveé-
nyek és a Gauss-Lobatto kollokaciés pontok
A hdvezetés problémajat egy négyzet alaku, zart tartomanigmmomeg Dirichlet vagy Neumann
hatarfeltételek mellett. Az ilyen geometriahoz a Chebygf@inomok illeszkednek leginkabb. A kdvet-
kezbkben ezért a Chebyshev polinomokhoz kapcsolodé,@ekben megismert, matematikai fogalmak
konkrét kifejezéseit sorolom fel (forrds:[2]). A problémegoldasanak implementéldsédhoz a rdcspontokra
és a masodik derivalt differenciald matrix alakjara volilszegem.
Chebyshev-polinomok
TO =1
Ti(x) ==
Tot1(x) = 22T, () — Th—1(x) n>1
Ervényes:
T (cos(t)) = cos(nt)

Gauss-Lobatto racs:

Kardindlis figgvények:




1 lil<N 2 {=0vagyN
Ci = pbi =
2 i==+N 1 i=1,---,N—1

Differencialé matrix, els6 derivalt:

(=D,
ST i

cj(xi—xy)

e . .
Q(T;?) ISZ:‘]SI,,Nfl
2N°+1
6
2 . .
72N6+1 Z:]:N

(Da;N)ij =
i=j=1

2 4=1vagyN
C; =
1 egyeébként

Differencialé matrix, masodik derivalt: Matrixszorzassal allithaté @bz el derivalt matrixbol:

2
DJ)J);N - DI;N

2.6. Altalanositas 2 dimenziora

e 2 dimenzidban dolgozhatunk az 1 dimenzids béazisfliggvéngszer szorzatbazisan. Ezen a bazison
abazisfuggvényelka kdvetked alakuak:
Dy (2,9) = o (T)Pn (y) m=1,...Ng; n=1,...N,

e A 2 dimenzibs racsaz 1 dimenzibs racsok szorzata:

7 =(z,y;)) i=1,...Ny; j=1,...N,

¢ Ugyanugya kardindlis fiiggvényekis szorzatalakban allnakéel

Cn(z,y) = Cp(2)Cr(y) m=1,...Ny; n=1,...N,

e A megoldas alakjaekkor:

e A derivaltak eballitasa:
A 0, operéator a jobboldalra a kdvetk@z@ppen hat:

N

i=0,5=0
A kolloké&cios pontokban:

N

Ouf(@myn) = Y f(5,95)C5(ym) 02 Cian)

i=0,5=0



Emlékezziink vissza, hogy a kollokéaciés pontokban csak mkétios ponthoz tartozé kardinalis
flggvény vesz fel nem 0 értékéi &z 1 értéket veszifel). Azaz:

F(@i,95)C5(yn) = 8jnf(xis y5)

igy kénnyen elvégezhetjiik are valo 6sszegzést:

N
awf(wmayn) = f(miayn) alcl(xﬂ)

Ismét egy matrix-vektor szorzashoz jutottunk, ahol a vekianegoldas matrix-edik sora képezi,
és aholD,,; elemek pontosan a mar 1 dimenzi6ban megisiematrix elemei. Osszefoglalva:

N
awf(mma Yn) = ZDnif(mia yn)

=0

Hasonl6képpew, f (x..., y»)-et is eballithatjuk aD matrix segitségével (ha négyzetes a tartoma-
nyunk, és mindkét iranyban ugyanolyan a felosztas):

N

N
ayf(xma yn) = Z f(xma yj)ij = Zf(xmvyj)D:jrm
=0

Jj=0

2.7. |1dofuggd parcidlis diff. egyenletek explicit iddléptetése

Az id6t nem fejtettem ki spektralisan, mert ebben a munkaban raélg ismerkedtem a spektralis
modszerekkel. Az idt |1éptettem, és az @éptetéshez az un. "Method of Lines" modszert hasznaltam,
negyedrendl Runge-Kutta |éptetéssel.

uM =™

1
u® =™+ §At.§£u(1)

u® = y™ 4 %Atiﬁu@)
u® = u™ + AtLu®)
wmt =™ 4 % (.Efu(l) +22u® 4 2%u® + $u(4))

Megjegyzés: spektrdlis térben dolgozva a spektrdlis dggittkat I€ptetjik id6ben.

2.8. Hatarfeltételek kielégitése PSD-nél explicit idléptetéssel

A pszeudospektralis kollok&cionak megvannak a médszerai laogy peremérték feladatok esetében
kielégiljenek a hatarfeltételek akkoris, ha a bazisfiigge& maguk nem elégitik ki a hatarfeltételeket.
llyen médszer példaul @Boundary-Bordering” , ahol a peremfeltétel feladatnal kapott linearis egyenlet
rendszerhez tovabbi egyenleteket adunk, amelyek szetegadeltételek kielégitése.

Egy masik ilyen modszer &azis rekombinacié". Ez a modszer transzforméciot végez a peremfel-
tétel feladat parcialis differencidlegyenletének alakjigy a transzformalt parcialis differencidlegyenlet
peremfeltételeit homogénné teszi. Ezutdn az eredetididalgan linedrkombinéciojat képezi, amely line-
arkombinalt bazisok eleget tesznek a homogén hatarfieledteA homogén hatarfeltételekkel rendel&ez
parcialis differencialegyenlet megoldhaté a linearkamaktibazisokkal, majd a megoldas visszatranszfor-
malhat6 az eredetileg keresett megoldasra. Részletesbaral [2].



De ha a lBvezetés egyenletétdtéptetéssel oldjuk meg (tehat adidiem spektralisan kezeljik), nem
tekinthet peremérték feladatnak, hanem ezesetben egy kezdefigdadht.

Implicit id6léptetésnél megvan a leBségiink arra, hogy mindenegyes lépésben peremértékiatiada
oldjunk meg, tehat kirojuk a hatarfeltételeket. Ekkor ugigaeleve minden Iépésben egyenlerendszert kell
megoldanunk. A hatarfeltételek kielégitését ezesetbdraais-rekombinacios" és "boundary-bordering”
algoritmussal is megtehetjuk.

Explicit id6léptetésnél viszont nem tudjuk hasznalni &z&lmodszereket a hatarfeltételek kielégité-
sére, mivel nem oldunk meg minden |épésben linearis egiyentiszert. Mashogyan kell biztositanunk,
hogy az idléptetés ne rontsa el a hatarfeltételeket.

Mivel ezen munkam egyik célja volt a szamolas parhuzamssighafikus processzoron, és mivel a
linearis egyenletrendszer megoldast nehéz parhuzamip&iaiatt a hatarfeltételek lekezelésének nehéz-
ségeinek ellenére mégis az explicibiéptetést valasztottam.

Mivel az explicit idléptetésnek rengetegdelyds oldala van, a pszeudospektralis kollokacio irodalma
foglalkozik azzal, hogyan lehet explicitdtEptetés esetén kielégiteni a hatarfeltételeket. A lk@zdkben
a [3] és 4] cikkekre tamaszkodom. A [3] cikkben kifejezettefizikai térben 166 |éptetés esetén irjak le az
altalam is hasznalt modszerekél. [4].ben ezen modszajegdsultsagat tamasztjak ala. A kovetlkben
csak arra az esetre szoritkozom, amikor a fizikai térentiépitga kardindlis fuggvénybézist hasznaljuk).

e Dirichlet-hatarfeltételek

Amikor egy racspontban fix fliggvényértéket szabunk ki, agfelel annak, hogy a racspontokhoz
tartoz6 kardinalis fiiggvény egyitthatdjat rogzitjik geis az edbbiek szerint a fliiggvényérték a
kardinalis fliggvény egyiitthatéja).

Explicit Iéptetés esetén ezen kiszemelt racspontbeliviéggértéket is léptetjik, igy nem marad
fix értéken. Ezt Ugy orvosolhatjuk, hogy minden Iéptetés widszairjuk a radcsponthoz tartozo fix
flggvényértéket. Ezzel bar a tobbi racspontban nem valjoktmeg a fliggvényértékeket, mégis kis
hibat ejtiink, mivel a kiszemelt racsponthoz tartozo katisfiiggvény az 6sszes tébbi rdcspontban
lévé térkoordinata szerinti derivaltban szerepet jatszikaFaltoztatas viszont csak a hatar kozelé-
ben okoz jelerdis hatast, ahol kiréttuk a hatarfeltételt. Ennek oka azyleagn kardinalis fiiggvény,
amelynek megvaltoztattuk az egyiitthatojat, a éxédivoli racspontokban nagyon kis derivaltértéke-
ket vesz fel.

igy ha példaul azx,y;) pontokban Dirichlet hatarfeltétel keriilt kit(izésre, om I€pés utan az
ezen pontokhoz tartoz6 flggvényértéket visszairom a kindékre:

f($07yi) =y

Megjegyzés: Ez egyébként megfelel annak, mintha ezenkpbkilbagynadm az id6léptetésbdl.
Példaul ha csakis Dirichlet hatarfeltételeket hasznal@mkmenzidéban, akkor (N-2) x (N-2)-es meg-
oldas matrixszal (levagtuk a matrix széleit) is dolgozh&taz idéléptetésnél, és ekkor a hatarfel-
tételek automatikusan kielégiilnek. Lasd pl. [1]. En eztchmékat nem hasznaltam, mivel vegyes
hatarfeltételekkel kellett dolgoznom.

o Neumann-hatarfeltételek

A [4] cikk alapjan megintcsak azon pontokban valtoztatong méliggvényértékeket mindendite-
pésben, amelyekben Neumann-feltétel van érvényben. Aazikinutatja meg (a Chebhysev egyiitt-
hatdkat és nem a kardindlis fliggvény egyitthatokat elemelerez az eredményen nem valtoztat),
hogy ezzel a mddszerrel kis hibat vétiink. Ennek oka egyagskiogy a kiszemelt rAcsponthoz tarto-
z0 kardinalis fiiggvénynek van a kiszemelt racspontbanraaiggobb derivaltja. Masrészt ugyanigy
mint a Dirichlet esetben, elmondhat6, hogy a $#é#ivol kis hatast jelent ezen kardinalis fliggvény
egyutthat6janak megvaltoztatasa.

igy ha példaul azzo, y;) pontokban (a bal oldalon) Neumann hatarfeltétel keriilzéste, minden
Iépés utdn az ezen pontokhoz tartoz6 fliggvényértéketzataton meg. Kiszamolom B matrix
segitségével a bal oldalon a Iéptetés utani derivaltatd Mépezem a kivant derivaltértékek) és



ezen |éptetés utani/() derivaltértékek killénbségét, és ugy valtoztatom meg g\Wagyértékeket a
szélen, hogy a derivalt ismét kielégitse a szélen a Neurfeltéielt:

f(zo,y:) = f(wo,ys) + (Bi — i) (C;—C;:O(l’o)) .

ahol

N
i = Ouf (w0, ys) = Y Daf (w1, y:)
1=0

Megjegyzés: Egyébként fizkai intuicionkat nem sérti, hogglenképp ott valtoztatjuk meg a fliggvényt
minden id6lépés kdzott, ahol a hatarfeltételt ki kell ééglink.

2.9. Stabilitasi kritérium

Az id6léptetés stabilitasi kritériumanak vizsgalata spkitralodszereknél eltér a véges differencia
maodszereknél hasznalatos modszeikkt
A spektrdlis stabilitas részletes elemzése tlimutat ezemkenkeretein. Ennek elvégzésElass tobbet
[5]-ben. ltt csak([5] alapjan kvalitativan probalom megiyagzni az emprikusan talalt maximalis stabil
Iépéskdzt. Spektralis médszereknél ismeretes a kovetkezszabaly:

Okolszabaly: A "method of lines"id6léptetés stabil, ha&ieli operator sajatértékeht-vel skalazva
az id6léptetd operator stabilitasi régidjaba esnek.

Ha [?, Stability]ld6léptetés és Stabilitasi régiok" fejezetében leirtakjataplvégeznénk a stabilitasi
elemzést erre a differencidlegyeneletre, a kdveétkekzangold eredményre jutnank-

At < cN™*

ahol N? a racspontok szamapedig egy konstans, amelyet a léptetési modszer, a diffédeqgyenlet
alakja, és @? térbeli operator legnagyobb sajatértéke hataroz meg.
Ennek a lehangolé eredménynek k&toka van. Az egyik® ok az, hogy Chebyshev-bazis hasznalatanal
D? legnagyobb sajatértéke az eredeti Gauss-Lobatto raesdit-el skalazédik. A masikd ok, hogy a
h6évezetés egyenletéberdisen csak ey mig térben masodik derivaltat veszudk sajatértékeinek csok-
kentésére léteznek modszerek az irodalomban, amelyels aédositasaval érik el, hody? sajatértékei
alacsonyabb hatvany szerint skalazodjanak, és igy naggdbbli [épéskdzok legyenek hasznalhatdak [3].

A szdmolasokban-t 1-nek vélasztottam. A szdmolastal, 1) x (—1,1) tartomanyon végeztem,
32 x 32 racspontbdl allé racson (ezt a tartoméanyt a Gauss-Lobéttjeldlte ki).

Empirikus médon meghatarozva a maximalis stabil [épéskigk&32 x 32-es racson3 - 10~°
Osszehasonlitasul véges differencia modszereknél kiieglia Courant-Friedrichs-Lewy stabilitasi
kritérium erre a problémara (a racs hossza legyen 2, mivyedktsilis esetben is ennyi, és= 1):

At At <05
Az2  4/N2 =7
At < 2N72

Ezek lattan bar igy efse egy életre elmegy a kedviink a spektralis modszédlintos megemliteni,
hogy a valdsagban ennyire nem boris a helyzet, és elég szétlamek voltunk, hogy épp belefutottunk
ebbe a problémaba.

Egyrészt ezen problémara mint emlitettem, vannak megaokgasnelyekkel a fivezetés egyenletének
esetébenis elérhien\t >° N2 skalazdédasa, masrészt implicibléptetés esetében a spektralis moédszerek-
nél is sokkal nagyobbak a maximalis stabil IépéskdZdk. Ediaul a spektralis médszerek eggmyeként
emeli ki, hogy altaldban stabilabbak ugyanolyan Iépéskélatt a véges differencia médszereknél.



3. Implementalas

A szimulaciot C++ nyelven irtam, mivel ez egy gépkozeli nyék a CPU, GPU teljesitménybsszeha-
sonlitas is egy nemtitkolt cél volt. A GPU kernelek C-nyehiedtak, az OpenCL kdnyvtarat hasznalva.

A felhasznélast tekintve a programkonyvtarak szokasagkém. A szimulacidt egy template osztaly
valoésitja meg. Ezen osztalyt példanyositva, majd publiag&iggvényeit meghivva allithatjuk be a szimu-
lacié paramétereit, és futtathatjuk le a szimul4ciot.

Ezen szimul&cids osztaly egy altalam irt, kis lineéaris bigegemplate kdnyvtarra épit, igy a linearis algeb-
rai miveletek a kddban jol atlathatdak.

A szimulacids osztaly lehéséget ad a Dirichlet és Neumann hatarfeltételek, a ketedetiel, a 1épés-
koz és idbhossz tetdileges allitasara, valamint meghatarozhatjuk, hogy a siECPU-n parhuzamosi-
tatlanul, vagy GPU-n parhuzamositva fusson-e. Az erediremy kényelmi fllggvénnyel sktruktiraltan
file-ba nyomtathatjuk.

3.1. GPU tapasztalatok

S

work group (we, wy)

. 0 5 S:=1
G e s, =0 s, =0

work item o work item
e e (weS 8z, WS + 85,

Wy S Sy) T

e sp =10 Sy =8, — 1
'™ \" 1 y S 1
work item e work item
(w5 Sq W Sr +

wy S Sy) wy Sy

1. 4bra. Az OpenCL hierrarchia-struktira

A pontos implementalasi részletekkel nem farasztanamvasol, inkabb csak kiemelnék par Iényege-
sebb pontot:

e Minden Runge-Kutta Iépéshez kiilén kernel tartozik. Erréadinvolt szilkség, mivel a kernel indi-
tasok kozoétt szinkronizalddik a globalis memdéria, amelybeRunge-Kutta Iéptetés atmeneti adat-
tombjei és eredménye talalhaté.

e Alokélis meméria kicsi, ezért hogy nagy racsra is szamaoldijunk, gy kellett megirni a kerneleket,
hogy a lokélis meméridba ne olvassunk be matrixot a glolbddimoriabol.

e Lokalis memoria kerités hasznalataval tudom a szalakanéagyal szinkronizalni. igy érem el azt
is, hogy kritikus 1épések étt a lokalis memoria tartalma hatérozott legyen.

e Egy kllon kernel rakja rendbe a hatarfeltételeket a léfitategoldason minden Iéptetés végeztével.
Ennek a kernelnek koriilményes volt az implementélasa, daihden Iépés utan a host-oldalon
rakjuk rendbe a hatarfeltételeket, akkor a GPU teljesitraldmye szinte teljesen megsziinik. A
megoldas nagy bufferének olvasasa és irasa sokkal tébkedz igénybe egy kernel inditasanal

e Annak érdekében, hogy ne kelljen feleslegesen masolnofarbfkdzott, Iépésenként valtogatom,
hogy melyik bufferben van a régi eredmény, és melyikbe k@nidz Uj

e A CPU-s és GPU-s szamolasok pontosan ugyanazokat az ergelkeéadjak, mert pontosan ugyan-
azok a dupla pontossagu leld@mpntos miiveletek hajtédnak végre a GPU-n mint a CPU-nk &sa
adatmozgatas jellege kildnbozik.
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e Az, hogy mennyire jon ki a parhuzamosités ereje, attdl fingmgy mekkora a racs, mivel a racs
méretével B annak az idinek a relativ hanyada, amelyet a GPU ténylegesen a sz&alotéK.
Attél, hogy hanyat Iéptetlink, egy minimalis kiiszobértélbfidgyakorlatilag nem fiigg a CPU és
GPU futtatasi idejei kdzott lévszorzo. Egy bizonyos racsméret felett a két futtat&skiakzott beall
egy konstans szorzé.

Mindent 6sszevetve elmondhatd, hogy nagy racsoknal a CBPEsfuttatasi idejei kozott ldvszorzo
egy~ 15-0s faktor a GPU javara a sajat laptopomon.

Az dsszehasoniltds akkor lenne teljesen igaszsagos a CBPW@kdzott, ha a processzoron is par-
huzamositottam volna a matrixszorzast, de ezt nem tettegn Aerocesszoros szamolasok igy a magok
szamatol fliggen szintén toéredék ddalatt futhattak volna le, de a GPU-kban az architektdratrtiab
mag van, ezért a GPU nagy racsnal altalabadzgyfog.

3.2. A kiadott feladat megoldasa

A kiadott feladat:

Oldja meg az id6fliggd hévezetés egyenletet negysedgliédemezre a kdvetkezé hatarfeltételekkel:
e baloldalt adott a hémérséklet, az él mentén linearis a &&ekletprofil

e alul adott konstans a h6aram

e a masik két él mentén tokéletes a hészigetelés.

A kezdeti feltétel alap mentén mindkét derékszogl koitdtian linearis, ami egyben a baloldali él mentén
a hatarfeltételtételnek is eleget tesz.

A hatarfeltételeket és a kezdeti feltételeket a leirasatepkdvetke@képpen valaszottam:

o kezdetifeltétel:f;—o(z,y) =z +y

e baloldalt ennek a kezdeti feltételnek megféksh linearis a bmérsékletprofilf (—1,y) = -1+ y
¢ alul Neumann-feltétel. Az alsé szél meni@yy (z, —1) = 20 konstans fluxus van jelen

o felll és jobboldalt Neumann-feltétél a fluxus:9, f(z,1) = 0, 9, f(1,y) =0

t=0
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7. bra. A tbmérséklet idbeli fejlddése a lapon 3D-0s édmérséklettérkép grafikonokkal szemléltetve

A numerikus megoldas 6sszhangban van fizikai elvarasainkizaalul 1évé Neumann-feltétel hiiti a
lapot, de a kézvetlen szomszédos Dirichlet-feltétel naasizimptotikusan kialakul egy egyensuly. Latha-
téan a megoldas keveset valtozik 5 ést = 15 kdzott, ezért ezek a megoldasok valdsziniileg a probléma
id6ben asszimptotikus megoldasai.

3.3. Az analitikus és numerikus megoldasok 6sszehason8tegyszerl esetben

Kivanatos dolog a numerikus szimulacié megoldasanak etz ismert analitikus megoldassal, hi-
szen igy képet kaphatunk a numerikus médszeriink pontaggéaga

A hdvezetés egyenlete esetében az analitikus megoldaslegtsz kezd- és hatarfeltételek esetén al-
taldban végtelen Fourier sor alakjaban &l élemperiodikus hatarfeltételek esetén a sor lassan kpalye
és relative sok tagra felésszegezve is egyes helyeksememoszcillal, igy altaldban nehéz az analitikus
megoldas kiértékelése.
Emiatt én egy olyan esetet vettem, amikor az analitikus nadégoegyszeri alaku. llyen egyszerl eset az,
amikor az 0sszes szélen rogzitétt= 0, a hdmérséklet, és a kezdeti feltétel:

T(x,y,t =0) = sin(rx)sin(ry)
Ekkor a megoldas a kovetk@alaku (lecseng):
T(x,y,t) = e(_2”2t)sin(7rac)sin(7ry)

A kovetked szimulaci@At = 1076 -os iddléptetéssel futott = 0.1-ig. Az alabbi két abra a numerikus
és analitikus megoldast hasonlitja 6ssze.
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Szimulacidz, y) — f(x,y)

fla,y) = e~ %2gin(rz)sin(my)

0.15
0.1
0.05 6e-07
0 4e-07
005 ar 2®Y
-0.1 '4216'8;
de-

-0.15 6e.07

1

(a) A szimulalt megoldason szuperponélva az analitikusaldég,t = 0.1 (b) A szimlalt és az analitikus megoldas kilonbsége, 0.1

3.4. Tovabbi vizsgalati lehebségek

Sikertlt a pszeudospektralis médszer segitségével egyakidanos Bvezetési feladatot megoldanom,
de a pszeudospektralis modszerben tett felfédeam nemvart meglepetéseket hozott. A modszer opti-
malisabb kihasznalasa érdekében a kovétke&zdések vizsgalatat tartanam érdekesnek:

e Az idbléptetés stabilitAsanak részletes vizsgéalata
A stabilitaselemzés elvégzése. Modositott racs hasaniddafyan hat a maximalis Iépéskozre?

e implicit id 6léptetés vizsgalata
Az implicit id8léptetés nehezebben parhuzamosithato, igy érdekeskéalfy ha adott idl alatt
adott pontossaggal akarunk megoldani egy problémat, akkaxplicit vagy implicit idléptetést
vélasszuk-e.

e Jelent-e killbnbséget, hogy a spektralis vagy a fizikai térlyeléptetjok a megoldast?

e Mekkora el6nyt jelentene, ha a térbeli derivaltat nem matrixszorzasal, hanem a spektralis
egyutthatok segitségével rekurzids relaciokkal értékeknk ki?

e A numerikus és analitikus megoldasok 6sszevetése egyébtekben

e Tovabbi elemzése annak, hogy a GPU-s szamolas mekkora taljaményndvekedést okoz?
Egy adott architekttran el lehet donteni, mekkora racstnérérdemes a szamolast GPU-n végre-
hajtani?
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