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1. Bevezetés

A fizika a vildgban végbemend jelenségek leiraséval foglalkoz6 tudomany. Mint a legtobb
természettudomanynak, a fizika nyelve is a matematika, a jelenségeket legtobbszor differen-
cidlegyenletekkel irjuk le. Ha egy ilyen egyenletben csak egy darab valtozé derivaltja szerepel,
akkor azt kozonséges differencidlegyenletnek, ha tobb valtozdé, akkor pedig parcidlis differen-
cidlegyenletnek (PDE) nevezziik.

A differencidlegyenletek (féképp a parcidlisaké) megoldasa teljes dltalanossdgukban altaldban
rendkiviil nehéz feladat, sot, sokszor nincs is zart alakban megoldasuk. T6bbek kozott emiatt
sokszor numerikus modszerekhez kell folyamodni. Jelen projektben én is egy ilyen PDE, a
kétdimenzios hovezetési egyenlet megoldasat kisérlem meg egy altalam, C++ nyelven fejlesztett
programmal egy k6zonséges négyzetracson.

A hévezetési egyenlet az ugynevezett parabolikus PDE-k csalddjaba tartozik, melyek
masodrendii PDE-k, dltalanos formajuk pedig[1]:

0%u 0%u 0%u ou ou
A— 2B D— E— E= 1
9 5 (@,y) + wy y)+C82(w,y)+ ap (L) + 8y(rc,y)+ o (1)
Az eq. (1) egyenletben az A, B, és a C' egyiitthatéknak ki kell elégitenie a kovetkezo relacidt is:
—AC =0 (2)

Azy=t, A=k, F=1lilletve B=C =D = F = 0 vélasztdssal az egydimenziés hévezetési
egyenletet kapjuk vissza:
0%u ou
ka 5 (z,t) = e (x,t) (3)
Ehhez nagyon hasonlé a kétdimenzids egyenlet, ahol megjelenik még egy térbeli koordinata
méasodik derivaltja:

82'& 82u 8@6

A parabolikus PDE-k numerikus megoldaséra kifejlesztett egyik legnépszeriibb eljaras az
ugynevezett Foward-Time Central-Space(FTCS) séma. Munkdm sordn én is ezt hasznaltam.
Ez az eljaras egy elsérendli kozelitést felhaszndlé eljaras. Az id6 valtozéban ahogy a neve is
mutatja az Euler-féle ”elére 1éptetett” differenciahanyados 1ép a derivélt helyébe, mig a térbeli
valtozékban egy kozépponti differenciahdnyadossal dolgozunk a derivalt helyett. Példaképp
lassuk az egydimenziés majd a kétdimenzids hovezetési egyenlet diszkretizalt valtozatat:

™t — k
L (- 2 ) 5)
Az eq. (5) egyenletben az u fiiggvény fels6 indexe az n. id6lépést jeldli, mig az alsé index az i.
racsponton vett értéket. Az algoritmus stabil (konvergdlni fog), ha a

kAt 1
< = 6
Az2 — 2 (6)
kifejezés teljestil. Teljesen analég médon kétdimenziéban a kovetkezot irhatjuk:
1 n
uil =l ky ky
At = Ang (U?+1j 2U + U,L 1]) + Ayz (U:f]+1 — 2 + U ij— 1) (7)

Itt ¢ az x térbeli irdnyt, j pedig az y térbeli irdnyt indexeli. A stabilitas feltétele pedig:
kAt ky At 1
\ < (8)
Az? Ay2 2
Ha izotrop hévezetést tételeziink fel, azaz k, = k, = k valamint a haszndlt rdcsot négyzetracsnak
valasztjuk azaz Az = Ay, akkor a kritérium a kovetkezo forméra redukélédik:
k:At 1
< (9)
Az 4
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2. A tényleges feladat

A projekt sordan a konkrét feladatom az volt, hogy oldjam meg egy négyzetlap hovezetési
problémajat (emiatt haszndlok sima négyzetrdacsot, mint diszkretizdciot, hiszen ez tokéletesen il-
leszkedik a probléma geometridjahoz) a kovetkez6 kitételekkel:

e A négyzetlap bal szélén egy linedris hGmérsékletprofil van jelen
e A négyzetlap aljan egy allandé héaram van
o A négyzetlap jobb széle és teteje tokéletes hészigeteld

o A kezdéfeltétel a lap mentén mindkét koordinatdban linearis és a bal oldali hatarfeltételt
is kielégiti(az dbrdkon ez nem teljesil eqy mdr ismert hiba miatt, a kédban javitottam, de
til sok munka lett volna ijra elkésziteni az dsszes abrat egy ilyen aprd hiba miatt)

3. A program felépitése, miikodése

A program forraskédja harom fajlbél all: main.cpp, Grid.h, Grid.cpp. A main.cpp végzi a
"globalis” (nem a szokdsos értelemben globdlis, de a megoldds szempontjabol igen) paraméterek
kezelését, mint pl. annak a megaddsa, hogy mennyi idéegységig fusson a szimulacid, vagy
hovezetési egyiitthaté és az alsé oldalon levd allandé héadram megadasa is itt torténik.

A program a megadott ty;,-re kiszdmolja a stabilitdsi kritérium altal megszabott ma-
ximélis id6lépéskozt, ha Ax-et megadjuk. Mivel a program animaéciot is tud késziteni, ezért
bevezettem tovabbd egy sajat ”idoskalat” is, hogy a kiilonb6zé hovezetési egyiitthatoval fut-
tatott szimulacidkat ugyanolyan idoskalan tudjam animélni. Erre azért van sziikség, mivel ha
noveljiilk a hévezetési egyiitthatét, az a At csokkenéséhez vezet, ami pedig végsé soron azt
eredményezi, hogy a tin id6 elérése csak joval tobb lépésben torténhet meg. Emiatt viszont
az a naiv animéldsi technika, hogy pl. minden 25. 1épést animalok, és egy mésodperc alatt 25
képkockat mutatok be azt fogja eredményezni, hogy a nagyobb hévezetési egyiitthatoval fut-
tatott szimuldcié vizualizacidja sokkal lassabb folyamatot prezentdl(mivel tébb az animdlando
lépés), mint amilyen a folyamat valgjaban, igy ha nem gondolunk bele, akkor a valdjaban gyor-
sabb folyamat lassabbnak fog t{inni.

Ennek kikiiszobolésére az egységnyi idélépéskoznek, Atg-nak a k = 1 hdvezetési egyiitt-
hatéhoz tartozé 1épéskozt vettem(ez Ax = 1 esetén Aty = 0.25). Ezt leosztottam az aktudlis
futtatashoz sziikséges ténylegesen haszndlt At-vel, majd megszoroztam 50-el(igy pl. a k = 1-es
futtatds sordan minden 50. lépés kerilt az animdcidba). Ez meghatarozza azt, hogy egy futtatés
mennyivel tartalmaz tobb vagy kevesebb 1épést, mint a standard k = 1-es futtatds, igy azt is,
hogy mennyivel kell felgyorsitani az animaciot. Tehat példdul, ha & = 10, akkor:

At 0.25 0.25
s = =250 = 50— = 50—— = 50 - 0.25 - 40 = 500 (10)
At oz &

Tehat ahhoz, hogy ugyanolyan idoskaldn animaljunk, a k& = 10-es esetben minden 50. helyett
csak minden 500. 1épést kell az animdacidhoz flizni. (most igy leirva ezt eléggé elbonyolitottam...)
Ezutdn a program beallitja a racson a kezdofeltételt, amit hogy kielégitse a bal széls6

hatarfeltételt
wpy =it (11)

modon valasztottam meg. Itt Gjra felhivom a figyelmet, hogy az dbrdimon ez nem teljesiil, mivel
a program tesztelése kozben a bal szélsé hatarfeltételt u;’y = 2-i-re dllitottam, amit csak utélag
vettem észre, hogy igy maradt. Ha simdn csak u;'; = ¢ lenne, akkor minden szép és folytonos
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lenne a négyzetlapon, igy azonban kezdetben itt egy hatalmas homérséklet gradiens van, de
ahogy megfigyeltem, ez nem okozott miitermékeket illetve instabilitasokat a szimuldcidoban, mi-
vel utélag probaltam validalni az eredményeimet a COMSOL Multiphysics végeselem modellezo
programmal, és kvalitative megegyeztek az eredmények (kvantitativan természetesen nem hiszen
a COMSOL-ban tényleges, valos anyagi paramétereket haszndltam, mint pl. a réz hdvezetési
egyttthatdja).

A program lelke a Grid.cpp-ben nyugszik, ugyanis minden lényeges fiiggvény ebben van.
Ennek az osztalynak a példanyositasakor kell megadnunk a fent emlitett valtozok mellett még
a racs méretét is, majd az objektum solve fliggvényével elindithatjuk a megoldast a defi-
nidlt négyzetracson, az anim fiiggvénnyel pedig egyrészt készithetiink egy MPEG formatumu
videdt a rendszer id6fejlodésérél(itt a szinskdla mazimuma o teljes iddfejlédés alatti globdlis
hémérséklet mazimum), masrészt az animacidba bekeriil§ dllapotok kiirédnak egy szovegfdjlba,
amiket késébb tetszéslink szerint dbrazolhatunk a kedvenc vizualizacids moédszeriinkkel.

A megoldéas soran létre kell hozni egy segédrécsot is és ennek a rdcsnak az értékeit frissiteni
az eredeti racson szamitott derivaltak alapjan, majd ha végigértiink a teljes racson, akkor az
eredeti racs értékeit egyenl6vé tenni a segédracs értékeivel. Erre azért van sziikség, hogy el-
keriiljiik azt az effektust, hogy a differenciahdnyados szamitisakor az egyik oldali érték mar
frissitett (természetesen pont emiatt a hatds miatt nem jol), a mésik oldalrdl szarmazo érték pe-
dig még az adott lépésben frissitetlen.

A programban a solve fliggvény az osztaly két privat tagfliggvényét haszndlja, a stepInside
és a stepBoundary fiiggvényt. Ezeknek a neve magaért beszél: az els6 a racs belsejében szamolja
a differenciahdnyadosokat, mig a masodik a hatarfeltételek kezelését biztositja. A fiiggvény az
megadott animacids sebességgel egy vektor valtozdt feltolt az animélni kivant 1épésekkel, amit
késObb az anim fiiggvény meghivasaval ténylegesen lathaté eredménnyé alakithatunk.

4. Eredmények

Négy darab futtatdst csindltam, a kovetkez6 paraméterparokkal:

e (k=1,q=1)

o (k=10,¢g=1)

Val6jaban futtattam ¢ = 10 értékkel is szimuldcidkat, de az annyira nem tlint érdekesnek.
Annyiban volt més, hogy idével teljesen az alsé héaram kezdte domindlni a rendszer hémérséklet
eloszlasat, kivéve természetesen a bal szélen.

Minden szimuldcié tg;, = 2000 idéegységig futott, az animécidk pedig a fent emlitett
idéskalan késziiltek. A jegyzékdnyvben vald prezentalhatdsag miatt néhany éllapotot gnuplottal
abrazoltam is, ezek az dbrajegyzékben taldlhaték. A kezdeti allapotot csak egyszer tettem az
abrajegyzékbe, hiszen az minden futasnal ugyanaz volt.

A fig. 2 abrakon azt latjuk, hogy k = 1 mellett, a folyamat nagyon lassan, de tart valamiféle
egyensulyi dllapot felé. Kezdetben a "hideg” rész még er6sen ”V” alaki, aztdn ez lekerekedik
és elkezd felmelegedni a rendszer bal oldala is, amennyire a hatarfeltétel engedi.

A fig. 3 dbrakon pedig azt lathatjuk, mikor a hévezetési egyiitthatét tizszeresére néveltem.
Latszik, hogy ebben az esetben mar nagyjabdl 50 iddegység alatt bedll az az allapot, amit az
el6z6 szimuldciéban csak 500 idGegység koriil értiink el. Ez persze nem is meglepd, hiszen az
egyltthatd linedrisan szerepel az egyenletben. Alapvetéen itt is megfigyelhetjiik azt, hogy a
rendszer torekszik egy egyensulyi homérséklet eloszlas felé, hiszen az utolsé 1000 id6lépés alatt
mar alig valtozott a homérséklet.
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5. ésszefoglalés

A projekt elkészitése soran gyakorlatban is megismerkedtem a parabolikus PDE-k egy
megoldasi mddszerével. Felelevenitettem C-++ ismereteimet, mivel ezt a programnyelvet régen
egész kifinomultan tudtam haszndlni, de az id6k sordn attértem mas nyelvre, igy sajnos a C++
tudasom és az alacsonyabb szintii programnyelvekhez valé szemléletmodom eléggé beporoso-
dott. Valamennyire ezt sikeriilt a projekt soran visszanyernem, tovabbéa hasznos ismeretekkel
gazdagodtam a vizualizacids megoldasom elkészitése soran.
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[1] Parabolic partial differential equation. Retrieved from https://en.wikipedia.org/wiki/
Parabolic_partial_differential_equation (2017. 06. 27.).
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